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Abstract.   The recent advanced development of computers continues to grow rapidly in such 
fields as Structural Dynamics, Fluid Dynamics, Computational Physics, Computational Chemistry, 
Atomic Energy, Fusion Science, Space Science, other Big Science, Life Science, Medical Science, 
and Pharmaceutical Science, the others due to the object. The more computers develop, the more 
they are required to quickly solve large-scale matrix calculations. Numerical calculation, for 
example in physics, in such disciplines as theoretical physics, experimental physics, and secondly 
computational physics that develop in the third part will comprise computational science systems. 
  In this paper, the object of research in a magneto-fluid 2-fluid hybrid type model represented 
electromagnetic-hydrodynamics is part of the fundamental fusion that improves numerical 
calculation inside linear systems and realizes fast numerical solutions. It improves numerical 
solutions to maintain preconditioned attention on fast calculation for original numerical calculation 
methods. We report research points from a geometric viewpoint that explain why we can realize 
high speed.  

Keywords：electromagnetic-hydrodynamics simulation, fast numerical solution, computational  
           physics, preconditioning, geometrical expression, eigenvalue, eigenvector  
 

        電磁流体力学高速数値シミュレーションの幾何学的解釈 

                  曽谷勝義  
                  ＮＥＣ  
要約 近年の計算機の高度な発達は、構造力学を始め、流体力学、計算物理、計算化学、原子

力、核融合、宇宙科学、その他の巨大科学や、生命科学、医学、薬学他に至る迄計算機の対象

が広がってきた。計算機が発達すればするほど、より大型な行列計算をより高速に解法させた

い要求が出てきている。数値計算は例えば物理学においては、理論物理、実験物理に次いで計

算物理として第三の分野として発達し、今や計算科学としての体系が成立しつつある。 
 本論文では、核融合の基礎編の一部となる電磁流体力学として表される磁気流体二流体混合

型モデルを研究対象として、その中の連立一次方程式に関する数値計算を改良して、高速数値

解法を実現させた。オリジナルな数値計算方法に対して、高速計算として注目されている前処

理を伴った数値解法に改良したが、この時の高速性が何故実現出来るかについて、幾何学的な

立場から研究した点を報告する。 

１．電磁流体力学シミュレーション 
 磁気流体二流体に基づく電磁流体力学シミュレーションは、核融合の基礎研究を行う上で必

要とされ、オリジナルの初期バージョンは、ロスアラモス研究所の核融合研究グループによっ
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て研究開発された。核融合の数値解析研究グループは、磁気流体二流体の差分形式が連立一次

方程式に展開された時に見る特徴ある形式（ノンゼロ要素）を活かして、計算物理に効率的と

考えられているADI 法を用いて数値解を求めている。 
 
１-１．電磁流体力学シミュレーションコード 
 磁気流体二流体混合型として構成される電磁流体力学シミュレーションコードは、主プラズ

マが作る物理量（電流等）に対しては、周辺プラズマがその厚みの方向（主プラズマと周辺プ

ラズマを結ぶ磁力線の方向）に積分された物理量で応答するモデルとなっている。この時の周

辺プラズマは、主プラズマで占められたシミュレーションボックスに対して応答する境界条件

としての役割を果たす。この境界条件は主プラズマからの入力量に応じて、周辺プラズマの厚

みと垂直な方向（磁力線に対して垂直な方向）の平面内の変形されたディリクレ問題を解くこ

とで決定される。即ち主プラズマで起きた変動は、周辺プラズマからなる境界に入力量の変動

と言う形で影響を与え、この入力量の変動に応じて周辺プラズマの振る舞いが、変形ディリク

レ問題を解くことによって決定され、この結果得られた周辺プラズマの変動が、電場等の物理

量として再び主プラズマに影響を与えるといった、いわゆるフィードバック現象が行われてい

る（Fig.1. 参照）。多量のメッシュ数を持つ変形ディリクレ問題を計算精度良く解く問題は、

困難な場合が多い。当プログラムの特徴として、時間発展の計算方法は 2 Step Lax-Wendroff
法、空間微分に関しては中心差分法を適用、時間積分に関しては 4 次の Runge-Kutta-Gill 法
に基づいた数式モデルから構成されている。この数値シミュレーションの形式は、時間発展と

して物理量の変化に基づき、連立一次方程式の係数値を少しづつ変化させて、連立一次方程式

を繰り返して解いている（Fig.2. 参照）。 
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       Fig.1. Relation between Main Plasma and Circumstantial Plasma. 
 
１-２．電磁流体力学シミュレーションの方程式 
 電磁流体力学シミュレーションコードは、主プラズマが作る電磁流体力学の基本方程式系と、

周辺プラズマが作る二流体方程式系から構成される。 
  電磁流体力学シミュレーションの基本方程式系 
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ここで , , , , , p , ,r h gv j B E  は速度、電流、磁場、電場、質量密度、圧力、電気抵抗、断熱

定数を表す。 
  周辺プラズマに対する二流体方程式系 
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 ここで jjjjjj p,qm,S,R,v  はｊ種の粒子の速度、衝突などによる摩擦力、電流が流れ込ん

だり電離する事などによる密度増加の源泉項、質量、電荷、圧力を表す。そして a,n,n 0  は

数密度、背景に存在するプラズマの数密度、再結合率を表す。  
 磁場、電場に対して k  を二流体の境界面の単位法線ベクトルとすれば、磁力線は表面に沿

っており、磁界の法線成分は０となるため、次の式（1.4）となる。 

 （1.4）            0k =B   

 電磁流体力学をメインとして、磁気流体二流体のこれら２つの異なった混合型方程式で表さ

れるそれぞれのシミュレーション領域が磁力線によって結ばれ、物理場の情報を交換するもの

が、このシステムの基本的数式モデルとなっている。式（1.1）､式（1.2）及び式（1.3）は離

散化された差分系の方程式として展開され、次の連立一次方程式となる。 

 （1.5）           =A x b   

 この時の数値シミュレーションは、連立一次方程式をタイムステップとして、ある一定回数

（10,000回）の繰り返し計算を行う。これは物理情報を少しづつ変化させて、係数及びそれに

関わる右辺情報を少しづつ変化させて、連立一次方程式を１回毎に解いて、それを一定回数の

繰り返しを行い、数値解の変化を見ることになる。そして時間発展後の状態と、その計算途中

の最適な値の情報を、これ迄の経験上から検討することにある。具体的には上式を展開し、中

性粒子の速度、ホール移動度、ベターセン結合度、及び磁場の平行方向の移動度を検討する。

磁気流体二流体のこれら２つの異なった方程式系で表されるそれぞれのシミュレーション領域

が磁力線によって結ばれ、物理場の情報を研究する。その全体の流れを次に示す。 
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       Fig.2. The Flow of Electromagnrtic-Hydrodynamics Simulation.  
 
１-３．行列の形式 
 磁気流体二流体混合型方程式の数式モデルで、計算の主要部分を占める式 (1.5) の連立一次

方程式の表現として、ノンゼロ要素の位置を図式化する (Fig.3. 参照)。 
 Matrix SIZE = NX*NY 、２次元５点差分、時間ｽﾃｯﾌﾟ 10,000step 
 小行列 i NX NX= ´A  ,（NX=80）、各行列 )NY,,2,1i(i ××××=A  ,（NY=80）、 
  =A  6,400 × 6,400    
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       Fig.3. The Matrix Form by Magneto-Fluid  2-Fluid Hybrid Type. 
 
１-４．オリジナルコードに用いられている解法 
 磁気流体二流体を構成するオリジナルコードは、連立一次方程式の解法に対して計算物理分

野に良く使われているADI法( Alternating-Direction Implicit Iterative Method )を用いて作ら

れている。PeacemanとRachford は反復法の長所である高速解法の中に、直接法の長所である

厳密解法の組み込み研究を行い、行方向求解、列方向求解による交互方向の解法を提案した

(1955)。この解法がADI法と呼ばれる。第一の方程式は水平格子線に沿って解き、第二の方程

式は垂直格子線に沿って解く事から交互方向陰反復解法と呼ばれる。行列の性質にもよるが、

５線対角のブロック行列である場合、この解法が適しており、一般的な直接法(ｶﾞｳｽｼﾞｮﾙﾀﾞﾝ法
等)で解かす場合に比べて、比較的高速に解ける事が良く知られている。 
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２．高速数値解法への改良 
 磁気流体二流体混合型方程式は、主プラズマと周辺の関係における変形ディリクレ問題を高

精度に求解することを目指して、これを出来る限り正確に反映させる為には、時間ステップ毎

に数値シミュレーションを行うことにした。この磁気流体二流体混合型方程式では、数式モデ

ルが連立一次方程式に展開され、その時のノンゼロ要素が対角線にまとまる５点差分形式とな

る特徴があり、計算物理におけるこの分野では、従来から対角行列の数値解法に高速性をもた

らすADI 法が重要視され、効果的であると考えられてきた。これに対して当論文では、最近社

会で広く使われているBCG 法( Biconjugate Gradient Method )に、前処理( Preconditioning )
として ILU を用いた ILUBCG 法( Incomplete LU Biconjugate Gradient Method )を用いる事

で、安定した高速数値解法を実現させたことにあり、そしてこの前処理の高速性を幾何学的に

研究した点にある。先ずこの章では、前処理の基本的な考え方や各流派の概要を紹介し、実モ

デルにおける高速数値計算結果を求めた。 
[備考：数値解法の英字省略名は、スーパーコンピュータ日本物理学会編で用いられている名称に準じる｡] 
 
２-１．前処理法系の各流派 
 行列をそのまま解くよりも、前処理をした後に数値解法を行った方が、数値解が速く収束す

る事が知られる様になった。数値計算における最近の潮流として、前処理法が多く研究されて

いる。ここでは前処理の基本である不完全 LU 分解や、数値計算の最近の潮流として前処理に

対する代表的な流派を紹介し、併せてその動向や効率的とされる考え方を説明する。 
 それは高速数値解法を目指した数値計算の方法として、LU の不完全分解(ILU)を始め、早く

から前処理として研究され、実用化されている代表的な ICCG 法( Incomplete Cholesky 
Conjugate Gradient Method )や、最近有望視されている Meijerink 流、Gustafsson 流、

HAYAMI 流、更に DOI-HARADA 流、他がある。高速計算に向けて、これらはいずれも前処

理を重点的に改良提案したものである。これらをここで前処理法系と呼び、各流派の前処理の

方法を簡単に説明し、そして今回の磁気流体二流体に適用させた解法を紹介する。  
 
(１) 前処理の基本的な考え方 
 先ずは、前処理の基本となる不完全な LU 分解の考えから入る。 A  を LU 分解すると解は

求められる。ここで A  が大型疎行列である場合、L（下三角行列）を完全に計算しようとす

ると時間がかかり、A  が疎である特徴が失われる。そこで LU 分解を行う時、L  の全てを正

確に計算せずに、ある場所の成分を強制的に０にする方法を用いる。これは行列 A  の成分が

０であった場所をとる事が多い。強制的に０にする場所の集合を uP とすると、 

 （2.1）        ( ){ }u ijP i , j | a 0= =       

が定義出来る。計算を実行する時、LU 分解アルゴリズムにおいて、左辺に現れる成分の添え

字が uP に属する時、その成分は計算せずにとばし、右辺に現れる添え字が uP に属する時、

その成分は０とおいて計算を行う。 L  、U（上三角行列）を A  の完全な LU 分解として、

L  と U  がある正則行列として A  の不完全なLU 分解とする。次の式 

 （2.2）       ( )( )1 1 1- - -=L A U U x L b      
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を考える。 
 L U  が A  の完全な LU 分解（＝L U）であれば、式（2.2）において、

1 1- -L A U  が単位

行列となる。 L U  が A  の完全な LU 分解でなくても、LU 分解に近づいたものであれば、

これに CG 法( Conjugate Gradient Method )を適用することで、より少ない反復計算で解が求

められ、効率的に計算することが期待できる。 
 コレスキー分解の場合、LU 分解の代わりに修正コレスキー分解として、不完全 LU 分解と

同様の手順で行うことを、不完全コレスキー分解と言われる。次に不完全コレスキー分解の代

表である ICCG 法としての前処理を述べる。 
 
(２) ICCG 法 
 A  は対称正定値行列とする。ICCG 法は不完全コレスキー分解の前処理の後、CG 法で解を

求めるものである。この算法の基礎は、次の形となっている。CG 法は ｎ次元空間でそれぞれ

直交するベクトルを定義し、１つの点から次の点へ向かうのに、変化への方向ベクトルに変化

係数を乗算した値を加えることで求めている。 
 D  を A  の対角行列とする。いま式（1.5）における  =A x b    に対して、行列 A  
の不完全コレスキー分解を行う。行列 A  の不完全コレスキー分解を 

TL DL    とする。この

時、式（2.2）は 

 （2.3）       ( ) ( ) ( ) ( )
11 T T 11 1 1 1

2 2 2 2

-- -é ùæ ö
=ê úç ÷

è øê úë û
LD A LD LD x L D b          

となる。 
1

2D  は D  の平方根を成分とする対角行列である。 

  （2.4）         ( ) ( )
11 T1 1

2 2

-- æ ö
= ç ÷

è ø
A L D A L D       

 （2.5）         ( )T1
2=x L D x     

 （2.6）          ( ) 11
2

-

=b L D b      

とおくことで、式（2.4）、（2.5）、（2.6）により式（2.3）は 

 （2.7）           =A x b    

となり。式（1.5）に対して、式（2.7）を導くことが出来、この式を解くことになる。つまり 

不完全コレスキー分解では、式（2.4）の形である   ( ) ( )
11 T1 1

2 2

-- æ ö
= ç ÷

è ø
A L D A L D      

とおくことを A  の前処理としている。これをCG 法にみる計算ステップに準じて進める方法

が ICCG 法である。 A  が大規模疎行列であれば、式（1.5）を式（2.3）に変換した後に計算

する方が、その変換する為の時間を加えても、式（1.5）を直接計算するよりも、速く収束する

ことが知られている。 
 
(３) Meijerink 流 
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 一般的な前処理としての考え方は、式（1.5）における A  に対して A  に関する上三角行

列 U （又は下三角行列 L ）を採り上げ、この転値及び逆行列を A  の前後から掛ける事に

より、A  の条件数を改良する事にある。いま A  に近い正定値行列 M  を選ぶ。この選定

の仕方は幾つか考えられるが、ここで前処理としての一般の考えは、この M  には A  の U  
を用いて、 UUM T=  とした UUT  のコレスキー分解を施す点である。もとの方程式である

式（1.5）に、両辺から T-U  を掛けると  

 （2.8）         
T T- -=U A x U b       

式（2.8）に対して =x U x  とおけば、 

 （2.9）          
T 1 T- - -=U A U x U b     

T 1- -=A U A U 、
T-=b U b  とおく事で、式（2.9）は式（2.7）で表現される =A x b   

の形となる。この  T 1 ( )- - =U A U A  は、条件数が A  に比較して１に近くなる。 
 この時、Meijerink は UUT

ではなく、A  自体の特徴を保有するこの対角行列を取り入れ

た TU D U  のコレスキー分解に注目している。この対角行列 D  を取り入れることにより、

前処理として更に計算を効率的にする方法である。つまり固有値は UUT  だけの時より、あ

る対角行列 D  を掛ける事で、更に１に近くなる事が分かる。そして A  に Mejierink 流によ

る不完全ガウスの表現を D  に近い D  を用いて、次の形で定義する。 

 （2.10）         = -A L DU R    

ここで式（2.10）から近似される L DU  を使用して、不完全 L DU  の逆を両辺から掛ける。 

 （2.11）        ( ) ( )1 1- -=LDU A x LDU b   

 Meijerink 流では、式（2.11）に対して BCG 法( Biconjugate Gradient Method )や、CR 法

( Conjugate Residual Method )を適用する。この時の BCG 法は、汎用性に富み安定解が得ら

れる。この方式による考え方は、スムーズに収束すると多く報告されている。 
 
(４) Gustafsson 流 
 これに対して、０＜ｕ＜１なるｕを用いて、付加項に掛けて不完全 TU DU  を作る。こう

した方法で Meijerink の数値計算を改良したものが Gustafsson 流である。Gustafsson はパラ

メータｕを導入し、更なる高速計算の実現を目指している。 
 
(５) HAYAMI 流 
 HAYAMI は固有値となる対角行列に着目し、この対角となる行列をあらかじめピックアップ

して改良した行列を採り上げた。この時の前処理として A  の前後からある対角を掛ける事で、

条件数を大幅に改善し、ベクトル計算機に合わせた高速計算をさせる事に成功した。A  を対

称正定値行列とする。HAYAMI は A  の左右から A  をもとにした一つの行列を掛け、条件

数を改良する事をスケーリングと定義した。A  をスケーリングするにおいて、A  の対角行

列に着目する。 
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 A  の対角行列を D  とおくと、ここで 2
1

-
D  を定義し、 

1 1
2 2 ( )

- -
=D A D A  の形に変 

形する。この時、A~ も対称正定値行列となる。 

 （2.12）         

1 1 1 1
2 2 2 2

- - -
=D A D D x D b   

 式（2.12）で 

1
2=x D x  、 

1
2

-
=b D b  とおく事で、式（2.12）は式（2.7）で 

表現される  =A x b    の形となる。この  
1 1
2 2 ( )

- -
=D A D A   は、もとの A  に 

比べて、条件数がより１に近くなる。A  が対角優位な行列で有れば、これは顕著に現れる。 
これは SCG 法( Scaled Conjugate Gradient Method )と呼ばれる。HAYAMI 流は、元の行列 
A  の前後から効果的な対角行列を掛けることで、行列の条件数を改良し、高速解法を実現し

ている。 
 
(６) DOI･HARADA 流 

DOI と HARADA は５点や７点差分行列において、 A  を対角行列 D  と、ｘ方向微分に 
関する非対角要素からなる行列 xA 、ｙ方向微分に関する非対角要素からなる行列 yA に分 
解して次式を定義した。 

 （2.13）        x y= + +A D A A  

この条件での３つの行列から構成される為、三項対角近似因子分解( Tridiagonal Approximate 
Factorization Method )と名付けた。この時の前処理行列 TFM は、次式で定義される。 

 （2.14）         1
TF x y( ) ( )-= + +M D A D D A          

式（2.14）の場合の逆行列計算は、計算上各因子毎に行う。これらを前処理としての基礎反復

法を提案した。特徴として規則、疎な非対称行列に対しても、前処理として大きな効果をもた

らし、特に大規模な疎行列に対して高速解法が期待出来る。  

〔磁気流体二流体モデルに適用させた解法〕 
 前処理法系はこれ以外に幾つも提案されており、その基本的な考え方は、元の行列の条件数

を改良することに特徴がある。磁気流体二流体におけるオリジナルな解法は、ADI 法により解

かれている。これに対して改良版として、高速解法を目指した。その改良版として、先ずはク

リロフ部分空間解法として高速安定解法が期待出来る BCG 法を選定した。この BCG 法へ導く

迄に、前処理を行う事は計算の効率を高めることになる。前処理を含めた解法は、与えられた

マトリックスに対して、適切な処理により少しでも密集固有値形に導き、条件数を改良するア

プローチ方法である。 これには ILU 前処理をした ILUBCG 法を採り上げる。 
 これを幾何学的に考えると、ｎ次元固有値空間における超楕円体が球体により近づく事を意

味し、数値解法が容易になってくる。この前処理の後、共役勾配法系を適用することは、与え

られた空間の中において最短距離で解に収束させる事を意味している。数値解法では、安定し

て効果を発揮すると予想出来る。今回の研究の主目的は、磁気流体二流体混合型の方程式が、

Fig.3. の形に展開されて、次の章で述べる前処理の効果による高速数値解法における幾何学的

解釈にあり、ここでは標準的方法を用いたBCG 法、及び ILUBCG 法を適用して検討する。 
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(７) BCG 法 
  BCG 法は、式(1.5)に対して、双対な方程式   T * *=A x b   を組み合わせた 2ｎ元連立一

次方程式を定義して計算する。 2n×2n 行列と 2n 次ベクトル 

      ú
û

ù
ê
ë

é
= T

~
A0
0A

A  ， ú
û

ù
ê
ë

é
= *

~
x
x

x  ， ú
û

ù
ê
ë

é
= *

~
b
b

b       として、 

式（2.7）の  =A x b    の形を導くことになる。 BCG 法は、具体的には次のステ

ップとなる。 
  初期ベクトル 0x  ， 収束判定値 eps  

      0 0= -r b Ax  ， 
* *

0 0 0 0= = =p r p r   

   while k e p s> *r b  do  , （ k=0,1,2,･･･ ） 

    ( ) ( )* *
k k k k k, ,a = r r A p p  

    k 1 k k ka+ = +x x p  

    
* * T *

k 1 k k k k 1 k k k,a a+ += - = -r r Ap r r A p  

    ( ) ( )* *
k k 1 k 1 k k, ,b + += r r r r  

    
* * *

k 1 k 1 k k k 1 k 1 k k,b b+ + + += + = +p r p p r p  

   continue 

次に、BCG 法に ILU 前処理を施した ILUBCG 法の計算ステップを示す。 
 
(８) ILUBCG 法 
  行列 A  の不完全分解 = +A LU R  を経た後に BCG 法を適用する。 
  LU   を不完全な LU 分解とする。 
  初期ベクトル 0x  ， 収束判定値 eps  

       ( ) ( )
1

0 0

-
= -r LU b Ax    ， 

* *
0 0 0 0= = =p r p r  

   while k e p s> *r b  do  , （ k=0,1,2,･･･ ） 

    ( ) ( )( )1* *
k k k k k, ,a

-
= r r L U A p p   

    k 1 k k ka+ = +x x p  

    ( ) ( )( )T1 1* * *
k 1 k k k k 1 k k k,a a

- -

+ += - = -r r LU A p r r LU A p     

    ( ) ( )* *
k k 1 k 1 k k, ,b + += r r r r  

    
* * *

k 1 k 1 k k k 1 k 1 k k,b b+ + + += + = +p r p p r p  

   continue 
 
２-２．数値シミュレーション 
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 この節では、ADI 法を基礎に持つオリジナル版と、BCG 法および ILUBCG 法の改良版によ

る数値シミュレーション結果の比較を表示する。 

(１) 計算機環境 
 計算機環境はスーパーコンピュータ SX8R/1CPU、メモリ 256GB 、倍精度 

(２) 数値シミュレーション結果の比較 
    オリジナル版(General original version) ： ADI法   
     改良版1 (Improved 1 version) ： BCG法   
    改良版2 (Improved 2 version) ： ILUBCG法   
 相対残差の打切 e  を 010-  時点から 1010-  時点迄におけるオリジナル版(General 

original version)と、改良版1 (Improved 1 version)と、改良版2 (Improved 2 version) の 
  比較した値を表示する。いずれも10,000回の繰り返し数値計算結果（シミュレーションコー 
ドの全体経過時間）である。 

       Table 1. Comparative Table of Executive Time. (Total Elapse Time) 
Relative General original  Improved1　 Improved2　

　Residual version(msec) version(msec) version(msec)
 １０-0 113341 104273 13230
 １０-1 280996 255706 32587
 １０-2 429615 382357 48978
 １０-3 716201 630256 81656
 １０-4 969720 833959 110189
 １０-5 1223790 1027983 138758
 １０-6 1530401 1254928 173219
 １０-7 1825389 1460311 203071
 １０-8 2143402 1693287 236016
 １０-9 2483726 1937306 270223
 １０-10 2940058 2263844 313276

 

（注）オリジナル版、改良版1、改良版2 において、プログラム構成(ベクトル化率)の面から全

てが同一条件ではない。オリジナル版を高速化する上で、改良版1と2 では、高速化手段とし

て、ベクトル化率も同時に向上させている。 
  ベクトル化率、オリジナル版(General original version)：78.53%   
         改良版1 (Improved 1 version)：84.95% 
         改良版2 (Improved 2 version)：85.08% 
 
(３) 収束時間の比較 
 10,000 回の繰り返し数値計算結果と、そのシミュレーション図を示す。 
（Table 1. 、Fig.4. 参照）  
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< Comparison of Execution >

　

 -4

 -8

 -2

-6

-10

 0

   　 p1 　   　        p2       p3 　　　　 time →

Original version

: Original version

: Improved version 2

: Improved version 1

Improved version 2

Practical solution

rela
tive
-
resi
dual

Improved version 1

　 
(elapse time)  

     p1: ILUBCG.  173,219msec, p2: BCG.  1,254,928msec, p3: ADI.  1,530,401msec 
 
            Fig.4. Comparative Illustration. 
 
 実用的な打ち切り値 610-  レベルでは、オリジナル版と比較して改良版 1 では 1.22 倍、改

良版 2 では 8.84 倍になっている。このシミュレーションコードの構成上、全体の実行時間 
(Total Elapse Time)の中で 68%が CPU 時間である。改良版 1 と 2 では、高速化の為のチュー

ニングを実施した。完全な同一条件の比較ではないが、前処理を実施することにより高速計算

が評価出来る。上記以外の研究として、行列のサイズを大きくしたりすると、スパース性の比

率から前処理としての高速性は顕著になる。 
 続く章では、前処理をすれば何故これほど速くなるかについて、前処理の高速性を幾何学的

な解釈として述べる。当モデルの最大固有値と最小固有値の比率（条件数）は、次の値である。 

 電磁流体力学シミュレーションモデルの条件数 ;  21053608.8 ´   
 
３．数値計算前処理法系の幾何学的解釈 
 この章では、今回研究対象とした磁気流体二流体混合型問題の数値解法に、オリジナルな

ADI 法に対して、改良版としてBCG 法及び ILUBCG 法を適用した結果、特に ILUBCG 法に

おいて高速数値計算が実現出来た。前処理の考えのない ADI 法と比較して、更に前処理を装備

出来る BCG 法に対しても、この ILU 前処理における高速解法の考え方を、幾何学的立場から

説明する。 
 
３-１．幾何学的説明の前段階、前処理法と効率化 
 大型行列における効果的解法としての共役勾配法系を考えるにおいて、この解法は計算の理

論上 ｎ回の反復で真の解に到達する事が出来るが、実際の計算過程では丸め誤差の影響もあり、

収束の為には ｎ回以上の反復を必要とする事がある。しかし他の解法と違って、計算の理論上

よりも少なくて収束する場合もある。それは行列 A  の固有値が重複（縮退）している場合で

あり、その重複している分だけ ｎ回よりも少ない回数で収束することが出来る。これは Fig.3. 
に表されているマトリックスに対し、適切な前処理を施す事により、少しでも密集固有値形に
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導き、条件数を改良するアプローチである。幾何学的には ｎ次元固有値空間における超楕円体

が球体に近づく事を意味し、これにより数値解法が容易になってくる。前処理のあと勾配法を

適用する事は、これは最短距離で解に収束させる事を意味しており、これは数値計算としての

効率化である。 
 
３-２．Gerschgorim 定理と代表的な前処理法 
  この節においては、前処理法の効果について幾何学的解釈を用いて紹介する。先ずは、幾何

学的解釈の基礎となる Gerschgorin 定理について、以下に示す。 

〔Gerschgorin 定理〕 
行列における固有値問題に関して、 

    ( )i ja=A   を ｎ次の行列とする。（ i ja  は複素数でも可 ） 
対角要素 iia  を中心に半径 ir  の円を ｎ個描く。半径は次式で示される。 

    
n

i i j
j 1
j i

r a , (1 i n)
=
¹

= £ £å     

この時 A  の固有値は全て ｎ個の円の共通集合の中に含まれる。 

 この Gerschgorin 定理の応用として、次を説明したい。前処理法が効果的であるのは、行列 
 A  の条件数が改良される事にある。この条件数の改良の考えを以下に示す。行列 A  の固

有値が密集している時、密集している個数のみ収束が速まる事が知られている。元の行列 A  
に対して、ある種の行列（非単位行列）を掛けると、条件数は悪くなり、又もとの行列 A  に
対して、ある種の行列（非単位行列）で割る（逆行列を掛ける）と条件数は良くなる。  
これは例えば、ある楕円を自乗すると、長軸と短軸の比率はさらに高くなり、ある楕円に対

して、近い形の楕円で割ると、長軸と短軸の比率は低くなることは、容易に理解出来る。ここ

で軸を固有値とすれば、長軸を短軸で割ったものが条件数であり、この条件数が大きくなると

数値計算は困難であり、条件数が小さくなるにつれて、数値計算は容易となる事が知られてい

る。この時、長軸と短軸の比率がさらに高くなることは、条件数が悪くなり、長軸と短軸の比

率が低くなることで、条件数は良くなることを意味する。つまりもとの行列 A  に対して、あ

る種の行列で割る（逆行列を掛ける）と、条件数は良くなることになる。 
前処理法とは、これは与えられたマトリックスに対し、適切なある処理を施す事により、少

しでも密集固有値形に導き、条件数を改良する事を意味している。この適切な処理は、ある種

の行列を掛けたりしている。数値計算上、前処理が効果をもたらすのは、反復法に関してであ

り、その反復法においても、ある点から次への点へは、空間内において直交性を保って探索す

る考え方として、数値解を進める共役勾配法が有益である。Hestenes と Stiefel が定義したオ

リジナルの共役勾配法は、対称行列に適合させる事が出来る。 
この共役勾配法は、今日多くの改良された枝葉の方法が提案されており、共役勾配法系統と

して位置づける事が出来る。その多くは、共役勾配法に前処理を用いて効率的に計算を行うも

のである。前処理を用いた共役勾配法系統全体として様々な手法があり、それらの手法を適用
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させることで、行列の形として、密、疎、対称、非対称、規則、不規則等に応じて用いる事が

出来る。一般的には、大規模疎行列について適用すれば効果的である事が知られている。良く

知られている代表的な前処理法として、前章２．高速数値解法への改良で紹介した前処理法系

の各流派の他、当モデルに適用させて紹介した ILUBCG 法を始め、MICCG 法、ILUCGS 法、

ILUCR 法、MILUCR 法、TFCGS 法、その他がある。この前処理の効率性を、Gerschgorin
定理の応用から幾何学的解釈による方法で説明する。 
 
３-３．前処理の方法と幾何学的解釈 
 前章２．高速数値解法への改良では、前処理法の各流派について概要を述べているが、この

節においては、前処理法の式の具体的な展開を示して、幾何学的に解釈を行う。 
 行列の前処理法の考え方として、行列 A  に対して QP ,  を ( nn ´ ) 正則行列とする。

ここで式（1.5）に対して、同値な方程式を次に定義する。 

 （3.1）         ( )1 1 1- - -=P A Q Q x P b     

式（3.1）で  1 1- -=B P A Q ， =y Q x  ， 1-=c P b    とおくことで  cyB =     

を解き、次いで  yxQ =   を解く。 この QP ,  は計算の容易性から、一般には対角 
行列や三角行列が選ばれる。 この時 B  の条件数は、元の行列 A  よりも良くなる（条件数

の値が小さくなる）行列である。  
この条件数の改良は、高速数値計算を行う上で重要なことである。条件数を改良する方法と

して、行列の適切な分離や、行列の適切な分解等が良く知られている。磁気流体二流体のモデ

ルでは、ILU の前処理のあと BCG 法へ適用させた。ここでは幾何学上、前処理を磁気流体二

流体混合型モデル解法として採用した ILU として説明する。 

〔ILU 前処理〕 
 前章２の(１) 前処理の基本的な考え方で述べた如く、 L  と U  を A  の完全な LU 分解 
として、ある正則行列を L  と U  とする。これは不完全な形の LU 分解とする。前処理とし 
て式（2.2）で表されている形として 

  （3.2）         
1 1- -=A L A U     

とおくことで、 A  を前処理として A  の LU 分解に近づけた形にすることが出来る。式（3.2）

は A  の不完全なLU 分解 L  と U  の逆行列を、A  の左右から掛けたものである。 
次に  

 （3.3）          ( )=x U x    

 （3.4）          
-= 1b L b      

とおくことで、式（2.7）と同じく、   =A x b    の形に導くことが出来る。この後、

CG 法に結びつけることにより、より少ない反復計算で解が求められ、効率的に計算すること

が期待出来る。 
 つまり解くべき式は、式（2.2）   ( )( )1 1 1- - -=L A U U x L b       に示した形として 
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表現できる。 

〔固有値問題〕 
 ある n×n の正方行列 A  に関して 

 （3.5）        l=A x x   ， ¹x 0  

が成立する。スカラ l  は固有値、列ベクトル x  が固有ベクトルとする。幾何学的には、行

列 A  の与える１次変換に関して、不変な方向を見つけることにある。 I  を A  と同じ大き

さの単位行列とする時、固有値 l  は次の固有方程式として求めることが出来る。 

 （3.6）        0l- =A I  

固有値 l  は式（3.6）の根である。固有値は重複度も入れて、行列の次数だけある。固有方程

式の根が全て単根であれば、各固有値に対する固有ベクトルは 

 （3.7）        ( )l- =A I x 0  

の解として、一意に定まる。その時、ｎ個の一次独立な固有ベクトルが得られる。固有値に重

根( ｍ個)がある場合でも、その重根に対応して、重根が ｍ個の一次独立な固有ベクトルを選

ぶことが出来る。 

〔最大固有値、最小固有値〕 
元の行列 A  の最大固有値 maxl 、最小固有値 minl とし、ある種の行列の最大固有値 

1l  、最小固有値 nl とすれば、２つの行列を掛ける事は 

 （3.8）         1 nmax / minl l l l´ ´  ＝  Ratio 1   

２つの行列を割る事は 

 （3.9）        1 nmax / minl l l l¸ ¸  ＝  Ratio 2  

式（3.8）、（3.9）から Ratio 1  ＞ Ratio 2 となる事は明らかである。 
 つまり、ある種の行列で割ること（逆行列を掛ける事）によって、最大最小の比は小さくな

る事が分かる。ある種の行列は、元の行列 A  をコレスキー分解した行列や、元の行列 A  の
対角行列を取り扱う事が望ましい。 

◎ 元の行列 
 Fig.3. で示した形で、この行列 A（6,400×6,400）が元の問題（行列）である。この行列 A  
に対する楕円体は、次式で表現出来る。 

 （3.10）       ( ), 1=x A x         

A  の各要素を ija  とする。式（3.10）は、元の行列に対するｎ次元空間における楕円体を

形成する。 

 （3.11）       
( )

( )

n

ij i j
i, j 1

ii

, a x x 1

0, ,0, x ,0, ,0
=

= =

= ×××× × × ××

åx A x

x
        

式（3.11）において、ｎ次元空間における楕円体の ix  に対する切片は  iia/1±   の位
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置となる。  
 ここで線型空間における対称変換の定理の一つとして、行列 A  の最大固有値及び最小固有

値は、次式で表現される。 

 （3.12）         
( )
( )

,
max max

,
l

¹
=

x 0

x A x
x x

  

 （3.13）         
( )
( )

,
min min

,
l

¹
=

x 0

x A x
x x

  

 Gerschgorin 定理によると、A  の固有値は全て ｎ個の円の共通集合の中に含まれるところ

から、A  が対称正定値行列であれば、固有値 l  を一般式で表現すると、次の和集合（   ）
として定義される。 

 （3.14）         
n nn

ii ij ii ij
i 1 j 1 j 1

j i j i

a a , a al
= = =

¹ ¹

ì ü
ï ïÎ - +í ý
ï ïî þ

å å   

従って、 l  は以下の範囲になる。 

 （3.15）          
n n

ii ij kk kli kj 1 l 1
j i l k

min a a max a al
= =
¹ ¹

ì ü ì ü
ï ï ï ï- £ £ +í ý í ý
ï ï ï ïî þ î þ

å å   

ここで A の条件数を Cd とすると、条件数の範囲は次式で示される。 

 （3.16）        

n

kk klk l 1
l k

n

ii iji j 1
j i

max a a

1 Cd

min a a

=
¹

=
¹

æ ö
ç ÷+ç ÷ç ÷
è ø£ £
æ ö
ç ÷-ç ÷ç ÷
è ø

å

å

  

 ここで２次元平面上の幾何学的表現の為、モデルを単純化する。元の行列 A  を、いま

(2 2)´ 行列と仮定する。 

11 12

21 22

a a
a a
æ ö

= ç ÷
è ø

A     として、X1 軸とX2 軸からなる２次元平面を考える。 

 元の行列 A  に対して、 maxl に対応する固有ベクトルを第１固有ベクトルとして 1V  、
元の行列 A に対して、 minl に対応する第２固有ベクトルとして 2V  とする。ここで元の行

列 A  に対して、式（3.10）があり、これは楕円の形として表現できる。 A  が単位行列で

あれば、式（3.10）は円になる。 

〔楕円の長軸が水平軸 X1 とのなす角度〕 
 A を (2 2)´ 行列として、式（3.10）を定義すると、２次元平面上の楕円となる。元の行列に

おいて、長軸と X1 軸に対してなす角度を 1q とする。ここで固有ベクトルは直交する。 
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 元の行列に対する固有値の大小の比率を考えに入れ、楕円の長軸は傾きを持つと仮定し、そ

の時の長軸の向きは、第一象限、第三象限と仮定する。その時の角度の開きは、固有値の比率

として、元の行列では minl ／ maxl  で表され、 1q  の度数の範囲は第一象限で、 
0 1 90q£ £ °と仮定する。 
 元の行列において、最大固有値と最小固有値の関係は、一般には 

 （3.17）        min maxl l<<   

で示される。 

 こうした条件にすると、X1 軸と元の楕円の長軸とのなす角度 1q  は、次式で表現すること

が出来る。 

 （3.18）        ( ) ( )1 min max2
pq l l= *   

 式（3.18）で、仮に max minl l=  とした場合、すなわち条件数が１の時、度数表現で  

1 90q = °  となる。 

 ここで式（3.5）の関係式において、 maxl に対する第１固有ベクトル 1V  は、楕円と内接

する円との接点方向にあり、 minl に対応する第２固有ベクトル  2V  は、楕円と外接する円

との接点方向にある。      

この時、楕円と X1 軸との交点は 11(1 a , 0)， 11( 1 a , 0)-  

       X2 軸との交点は 22(0 , 1 a ) ， 22(0 , 1 a )-     
で示される。 

Gerschgorin 定理から、元の行列に対する楕円の式（3.10）に内接及び外接する円は、次式 
で表現される。 

楕円に内接する円は    ( ), 1 maxl=x x  

楕円に外接する円は    ( ), 1 minl=x x     
で示される。 
楕円に内接する円の X1 軸との交点は (1 max , 0)l ， ( 1 max , 0)l-  

          X2 軸との交点は (0 , 1 max)l ， (0 , 1 max)l-  

楕円に外接する円の X1 軸との交点は (1 min , 0)l ， ( 1 min , 0)l-  

         X2 軸との交点は (0 , 1 min)l ， (0 , 1 min)l-  
で示される。 
 これらから、元の行列により作られる楕円の図を示す（Fig.5. 参照）。 

( ), 1=x A x ：元の行列の楕円、 ( ) max/1, l=xx ： 楕円に内接する円、 
( ) min/1, l=xx ： 楕円に外接する円 

第１固有ベクトル軸、及び第２固有ベクトル軸の向きは、それぞれ各軸（Ｘ2，Ｘ1）から角 
度 1q  の傾きをなす。最大固有値と最小固有値の比(条件数)が大きくなるに従って、角度 1q  
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Ｘ1

Ｘ2

V1

V2（X,X）＝1/λmax

1/λmin-1/λmin θ1

1/λmax-1/λmax

(X,X)=1/λmin

（X,ＡX)＝1

1/√a11

-1/√a11

-1/√a22

1/√a22

0

 
         Fig.5. Geometrical Expression for Original Subject. 
 
は小さくなり､ 固有ベクトルの軸（長軸）は Ｘ1 軸に近くなる｡ 

幾何学的説明の為、Fig.5. の見やすい形の楕円で表現しているが、多くの工学分野における

一般的な実モデルでは、条件数がかなり大きい場合が多く、最大固有値と最小固有値は大きな

開きがある。つまり実モデルの楕円体は、かなりひしゃげた細長い形をとっている。 
（前章２．高速数値解法への改良、２-２．数値シミュレーション、(３) 収束時間の比較、 
電磁流体力学シミュレーションモデルの条件数、参照） 

◎ 前処理後の行列 
 前処理としての元の行列の変形を、以下の形で行う。 Fig.3. で示した形の元の行列 A  の
前処理を行う。ある L  と U  を A  の不完全なLU 分解とし、前処理として式（3.2）から、

式(1.5)を式（2.2）の形に変形する。 

 式（2.2）   ( )( )1 1 1- - -=L A U U x L b        より、〔ILU 前処理〕で述べた如く、 

式（3.2）、（3.3）、（3.4）から式（2.2）は、式（2.7）  =A x b    の形として表現さ

れる。 
 この A  は A  に比べて条件数が改良され１に近づく。このことを以下に示す。式（3.2）
による前処理した行列 A  の ｎ次元空間における楕円体は 

 （3.19）         ( ) 1~, =xAx   

として示される。A  の各要素を iia , ( i 1, , n )= ×××× ×  とする。式（3.19）は、次の形

である。 

 （3.20）           
( )

( )

n

ij i j
i, j 1

ii

, a x x 1

0, ,0, x ,0, ,0
=

= =

= ×××× × × ××

åx A x

x

 
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式（3.20）において、ｎ次元空間における前処理後の楕円体の ix  に対する切片は  ii1 / a±    
の位置となる。  
 次に、前処理した A  で構成される ｎ次元空間における楕円体を式（3.2）の前処理した形

で考える。 

 （3.21）          ( ) ( )1 1, , 1- -= =x A x x L A U x     

式（3.21）にみる前処理された行列   1 1- -L A U    は、最大固有値と最小固有値の差は縮ま

り、元の行列 A  からなる式（3.10）の楕円体に比べて、円に近づいた楕円体となる。これは 
式（3.2）の  1 1- -=A L A U      の前処理を行うことで、元の行列 A  より条件数が改良さ

れ１に近づく。つまり式（3.10）に比べて、式（3.21）の方が最大固有値と最小固有値の比率

が縮まる。式（3.10）では、長軸（最大固有ベクトル軸）が長くなり、細長いひしゃげた形の

楕円体となるが、条件数が改良された式（3.21）では、式（3.10）より球に近い形の楕円体と

なる。従って ix に傾きを持った長軸と短軸の差は縮まる。前処理された楕円体は、元の楕円

体よりもより球体に近い形を作る。 
 前処理後を A  として、式（3.5）と同じく、スカラ l  は固有値、列ベクトル x  が固有

ベクトルとして 

 （3.22）         l=A x x    ， ¹x 0   

で表現される式が導かれる。 
 前処理後の式（3.22）の最大固有値 maxl 、最小固有値 minl  とする。式（3.12）、（3.13）
の時と同じく 

 （3.23）          
( )
( )

,
max max

,
l

¹
=

x 0

x A x

x x


   

 （3.24）          
( )
( )

,
min min

,
l

¹
=

x 0

x A x
x x


   

となる。 条件数の大きい元の行列に対して、式（3.2）にみる  1 1- -=A L A U       による 

前処理によって、式（3.19）の楕円体   ( ), 1=x A x   は、式（3.10）で表現された元 

の楕円体   ( ), 1=x A x   より、改良された楕円体を形成するので、式（3.23）、（3.24） 
は元の行列の maxl  と minl の比率よりも小さくなり、幾何学的には長軸と短軸の比が

１に近づき、より球体に近い楕円体になる（条件数が１に近づく）事を意味する。 
 Gerschgorin 定理による解説で「元の行列」の欄における A  の固有値は全て ｎ個の円の

共通集合の中に含まれる形に同じく、前処理後の A~ の固有値 l~  は、元の行列 A  からな

る式（3.14）の和集合の定義と同形式であり、次式で示される。 

 （3.25）         
n nn

ij ii jj ij ii jj
i 1 j 1 j 1

j i j i

1 a a a , 1 a a al
= = =

¹ ¹

ì ü
ï ïÎ - +í ý
ï ïî þ

å å   

従って、 l  は以下の範囲になる。 
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 （3.26）    
n n

ij ii jj kl kk lli kj 1 l 1
j i l k

min 1 a a a max 1 a a al
= =
¹ ¹

ì ü ì ü
ï ï ï ï- £ £ +í ý í ý
ï ï ï ïî þ î þ

å å  

ここで前処理後の A~ の条件数を Cd  とすると、条件数の範囲は次式で示される。 

 （3.27）        

n

kl kk llk l 1
l k

n

ij ii jji j 1
j i

max 1 a a a

1 Cd

min 1 a a a

=
¹

=
¹

æ ö
ç ÷+ç ÷ç ÷
è ø£ £
æ ö
ç ÷-ç ÷ç ÷
è ø

å

å

    

  元の行列からなる楕円と同じく、前処理後の行列 A  を単純化して (2 2)´ 行列にて説明す

る。 

この時   11 12

21 22

a a
a a
æ ö

= ç ÷
è ø

A
 
 

    で表され、この行列 A  に対して、式（3.22）より 最 

大固有値 maxl  に対応する第１固有ベクトル 1V 、最小固有値 minl  に対応する第２固有

ベクトル 2V とする。X1 軸、X2 軸からなる２次元平面上に、行列を(2 2)´ として前処理後の

楕円を式（3.19）の形として表現できる。   
 式（3.2）による  1 1- -=A L A U      の前処理を行うことで、元の行列  A  より条件数

が改良され、１に近づく。式（3.10）に比べて、式（3.19）の方が最大固有値と最小固有値の

比率が縮まる。その比率は次の形である。 
式（3.10）における長軸と短軸の比率（元の行列に対応） 

 （3.28）         
maxRatio O
min

l
l

=  

式（3.19）における長軸と短軸の比率（前処理後の行列に対応） 

 （3.29）         
maxRatio I
mim

l
l

=

  

従って  

 （3.30）           Ratio O Ratio I>    

となる。 
式（3.28）、式（3.29）より、式（3.10）と式（3.19）から構成された最大固有値、最小固有

値間の比率（元の行列と前処理後の行列に関する比率） 

 （3.31）          ( )Ratio ORatio T 1
Ratio I

= >   

となり、前処理された式（3.29）にみる最大固有値と最小固有値の比率は、式（3.28）の比率

より改良され、その改良された比率は、式（3.31）で示される。これは円に近い楕円となる。 
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〔前処理後の楕円の長軸が水平軸 X1 とのなす角度〕 
 前処理後の行列は、元の問題に対する最大固有値と最小固有値の差は縮まることで、この比

率が元の行列よりも１に近づく、式（3.30）からも分かる様に、つまり 

  （3.32）        min maxl l<    

となることで、式（3.32）は、式（3.17）に比べて最大固有値と最小固有値の差が小さいこと

を意味している。 
 元の行列の場合と同じく、前処理後の行列に対する楕円の長軸が、水平軸 X1 とのなす角度

を 2q  とする。元の行列の時と同じく、固有ベクトル軸（長軸）の向きは、第一象限、第三

象限と仮定する。 2q  の範囲は、第一象限で 0 2 90q£ £ °  とする。その時の角度の開き

は、前処理後の行列では、固有値の比率として minl ／ maxl  で表すことが出来る。 
 新しい角度（X1 軸と前処理後の楕円の長軸とのなす角度） 2q  は、式（3.18）の形と同じ

く 

 （3.33）        ( ) ( )2 min max2
pq l l= *     

で表現される。 
 式（3.17）の関係からなる式（3.18）の 1q  の角度より、式（3.32）の関係からなる式（3.33）
の 2q  の角度の方が大きくなることが分かる。そして長軸と短軸の差は縮まり、新しい前処

理後の楕円は、元の楕円より円に近づいた形となる。従って式（2.2）にみる形で、この時の前

処理により高速数値計算が実現出来ることを意味している。 
 ここで式（3.22）の関係式において、 maxl に対する第１固有ベクトル 1V  は、前処理後

の楕円と内接する円との接点方向にあり、 minl に対応する第２固有ベクトル  2V  は、前

処理後の楕円と外接する円との接点方向にある。 

前処理後の楕円と X1 軸との交点は 11(1 a , 0) ， 11( 1 a , 0)-    

        X2 軸との交点は 22(0 , 1 a ) ， 22(0 , 1 a )-     

で示される。 

Gerschgorin 定理から、前処理後の楕円の式（3.19）に内接及び外接する円は、次式で表現 
される。 

前処理後の楕円に内接する円は   ( ), 1 maxl=x x    

前処理後の楕円に外接する円は   ( ), 1 minl=x x     

で示される。 

前処理後の楕円に内接する円の X1 軸との交点は (1 max , 0)l ， ( 1 max , 0)l-   

                 X2 軸との交点は (0 , 1 max)l ， (0 , 1 max)l-   

前処理後の楕円に外接する円の X1 軸との交点は (1 min , 0)l ， ( 1 min , 0)l-   

                X2 軸との交点は (0 , 1 min)l ， (0 , 1 min)l-   
で示される。  
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 これらから、前処理後の行列により作られる改良された楕円の図を示す（Fig.6. 参照）。 
 

       

　Ｘ1

Ｘ2

1/λ~min-1/λ~min

(X,X)=1/λ~min

(X,Ａ~X)＝1

(X,X)＝1/λ~max

1/λ~max

-1/λ~max

V~2V~1

θ2

0 1/√a~11-1/√a~11

-1/√a~22

1/√a~22

 
         Fig.6. Geometrical Expression for After Preconditioning. 
 

( ), 1=x A x  ：前処理後の行列の楕円、 ( ), 1/ maxl=x x  ：前処理後の楕円

に内接する円、 ( ), 1/ minl=x x  ：前処理後の楕円に外接する円 
前処理後の第１固有ベクトル軸、及び第２固有ベクトル軸の向きは、それぞれ各軸（Ｘ2， 

Ｘ1）から角度 2q  の傾きをなす。この新しい角度（前処理された後の固有ベクトル軸） 2q  
は、最大固有値と最小固有値の比（条件数）が小さくなり、固有ベクトルの軸（長軸）は Ｘ1
軸から離れる。元の問題 A の固有ベクトル軸から回転し､ 2q  は 1q  より高い角度に位置

する。 Fig.6. に表示している前処理後の図に示す様に、楕円に内接する円が徐々に大きくな

れば 2q  が大きくなる。 2q  が 90°  となると、この場合は楕円に内接する円は、外接す

る円と同じ所に位置すると仮定する。これは最大固有値と最小固有値が一致する場合であり、

つまり条件数が１となる場合である。 

上記説明の如く、１つの数値解から次の数値解へは、共役勾配法に見る直交性を保って、次 
に進むステップは、大きくひしゃげた楕円体より、球に近い楕円体の方が、数値計算の立場か

ら、速いことが容易に理解できる。概略を次に説明する。 

〔楕円形から円形に近づく場合の数値計算高速性の解釈〕 
 細長い楕円形より円形に近づくほど速く求解することは、次のことで一般的に説明出来る。

ここで前処理法に関して、共役という言葉はないが、細長い楕円形と、円形に近い形の収束状

況の理解を助ける為、あえて使用する。数値解法の理解の上で、収束のステップとして用いら

れる楕円形の収束の代表である一般的な逐次法と、軸（共役）が直交する円形の収束について

次に説明する。以下は、共役勾配法の基礎の理解として、良く用いられている平易な事例であ

る。 
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 いま A  を (2 2)´ 行列とする。 Fig.7. のパターンは細長い楕円であり、直交ではない u  
と v  があり、これは A  に関して u  と v  は共役であるとする。（2 次元平面上の動きと

して）逐次法による反復計算では、初期値から水平軸に関して、軸と楕円の接点迄進み、そこ

から垂直軸方向へ進む。次の楕円の接点で再度水平方向へ進む。その繰り返しが行われ、それ

が少しづつ小刻みになり、最終的に求める解 x  へと収束する。これは一定の打ち切り収束と

して x  になり、求める数値解（厳密解）になる。これは楕円の形が、細長ければ長いほど、

繰り返しが多くなる意味である。 
 Fig.8. のパターンは、変換の後、軸が直交して円になった場合である。初期値から水平軸に

関して、軸と円の接点迄進みその接点から直交して進む。つまり次に垂直軸方向へ進む。(2 2)´
行列の場合であれば、２回のステップで解 x  に収束する。この x  は打ち切り収束としての

数値解である。このことは楕円形から円形に近づくにつれて、繰り返しのステップが短く、解

に急速に収束することを意味している。 
 つまり前処理を行うことにより、細長い楕円形が円形に近づいた形となり、数値解の繰り返

しのステップが少なくなる。１つのステップの計算時間は同じであるから、繰り返しは少ない

ほうが時間は短い。つまり収束が速い。従って楕円形から円形近づくほど、高速計算が出来る

ことを意味している。 
 
    )22( ´A matrix               lP transform )22( ´A matrix 
     x : numerical solution            x : numerical solution 
       Ellipse                      Circle  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    Fig.7. Geometrical Expression for       Fig.8. Geometrical Expression for  
     Original Numerical Solution.         After Orthogonal Transform.  
 
  A に関してuとvは共役とする。       lP 変換は共役方向として、直交変換を意  
  逐次法の形式によるステップの例        味する。A に関して lPuと lP vは直交、 
  一般的な数値解の進み方を示す。         2×2 行列の場合、水平軸 ｘ方向に進み、 
  水平軸 ｘ方向に進み、そして垂直        円との接点で垂直軸 ｙ方向へ向かう。  
  軸 ｙ方向に沿った形に進み、更に        つまり、数値解は 2 回の反復で解 x に  
  水平軸 ｘ方向に、次々に小刻みに        達する。つまり円に近づくほど数値解 
  なって数値解は進み、解 x に達する。     のステップは、短くて済む。 
 
３-４．高速数値解法に向けての幾何学的解釈結言 
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 この章では、最近研究されてきた前処理法による効率化に関して説明し、Gerschgorim 定理

の応用として、固有値、固有ベクトルを使って、これを幾何学的に解釈を進めた。その行列の

持つ最大固有値と最小固有値の比率は、これまでにも数値計算上影響されることが知られてい

る。この２つの比率が小さくなればなるほど、数値解は求められ易い。幾何学的には最大固有

値と最小固有値の比率が、大きくなるとひしゃげた楕円形となり、小さくなると円に近い形と

なる。 
 Fig.3.に表現されている式を、式（2.2）の形に前処理として変換し、数値解析を行うことで

高速数値解法が実現出来た。つまり元の行列からなる式（1.5）から構成される式（3.10）より、 
式（2.7）つまり式（2.2）から構成される式（3.19）の形の方が、これを幾何学的に解釈すれ

ば、円に近づいた形となることを意味している。前処理とは元の行列にある変換を行うことで、

最大固有値と最小固有値の比率が小さくなり、元の行列から構成されるひしゃげた楕円形から

比較的円に近い楕円形になり、数値解法のステップが少なくなる事を意味している。これを幾

何学的立場から紹介し、２次元平面上で説明を行った。 
 
４．まとめ 
 大規模な連立一次方程式を少しでも速く解法したい。それには前処理と言う方法が存在して

いる。数値解法における前処理の効果とはどの様なものであるか。対象とした磁気流体二流体

混合型から構成される電磁流体力学シミュレーションを高速化する上で、前処理を伴った CG
法系に改良すると、明らかに高速性が実現出来た点である。今回の論文では、前処理が高速数

値解法を実現する事について、これを視覚に訴える形として幾何学的な立場から研究した。 
 高速数値解法に関して、最近では前処理を使った多くの解法が研究されており、幾つもの新

しい解法が、次々と提案されている。そして前処理を行った後における CG 法系や、CR 法系

等による高速計算結果は、多く報告されている。どのモデルにどの様な数値解法を当てはめる

と、正確かつ安定的に収束して効率的であるのかについては、今後の検討課題とされている。

それはモデルの持つスパース性や、規則不規則性や、対称非対称や、対角優位性等にも解法の

適否がある。 
 実用面における最適解法の選択において収束に関する件では、行列の持つ条件数や、更に固

有値分布状況の良し悪しにも影響され、打ち切り値や相対残差ノルム導入にも依存し、様々な

要因が絡んでいる。そうした中にあって、高速計算を目指すにおいて、対象とした実モデルが、

極端にいびつな性質（条件数が極端に大きい等）でない一般的なものであるとして、それが大

規模疎行列であると、適切な前処理を行うことで、確実に高速計算が期待出来る。 
 そこで何故前処理をすると速くなるのか、このことを知る上で、幾何学的に解釈する事は、

数値解析を行う立場から大変重要な意味を持つものと考えられる。大規模疎行列の数値解析を

行う上で、前処理を実施して速く収束することは、数値解析に関心の持つ人に向けて、今回研

究した前処理の幾何学的解釈の考えが役立つと考えられる。それは今後、様々な工学分野にお

いて数値解析が必要とされるが、その数値解析を行う人に対して、その前処理による高速性実

現の理解を高めることが、期待出来ると思われる。 
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