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　　　　　　　　　　　　　　－　部分表記　－　　　　　　　　　　　　　曽谷勝義

７．　直接法と反復法

7-1. 概説
　直接法 ： 係数行列の形は刻々と変化し、ゼロ要素もノンゼロ対象として逐次計算する為、
(Direct- 　　中小規模の密行列の解法に適し、計算の安定性と厳密解が期待出来るが、計算時
　Method) 　間はかかる。一定の形をした帯行列にも適している。
　　　　　　ベクトル計算機の発達と共に各種の直接法改良版が提唱されている。

　　　　　　古典的な直接法は収束過程において、行列の条件数( Condition number )に依存
　　　　　　しない特長がある。

　反復法 ： もとの行列の特徴を生かしながら、ある種の反復行列に変形し、初期値から出
(Iterative- 　発して、反復計算によって求める。大規模な疎行列に適しており、反復方法に

Method)   よってかなりの高速性が期待出来るが、条件数が大きい場合など収束出来ず、不
          安定要因も混在している。定常型の反復法を陽解法( Explicit method )と呼び、
　　　　　もとの行列を分離して行う反復を陰解法( Implicit method )と呼ぶ。行列の前処
　　　　　理( Preconditioning )の考えの発達から、最近では各種の反復法が提唱されてい
　　　　　る。収束過程は行列の条件数に依存し、反復方法によっては収束が困難な場合が

　　　　　ある。

　収束　 ：  数値計算としての収束とは、数学的に定義すると行列 A  の絶対値の最大固有
(Convergence) 値におけるｽﾍﾟｸﾄﾙ半径(Spectral radius)が １未満に収まる事を意味する。
　　　　　　　（行列 A  における固有値 λ  の特性多項式は A  の要素から構成される
　　　　　　　　ﾍﾞｸﾄﾙ空間上で、互いに相異なる又は同一なｎ個の零点を有する。このｎ個

　　　　　　　　の零点の集合体を A  のｽﾍﾟｸﾄﾙと呼ぶ。 ここで λ  に付随する固有ﾍﾞｸﾄﾙ
　　　　　　　　より生成される部分空間(Sub-space)がｽﾍﾟｸﾄﾙ半径である。）
　　　　　　収束には定常の打ち切りによる強収束と、ﾉﾙﾑ (norm)の特徴を生かした弱収束が
　　　　　　ある。

　　　　　　（ﾉﾙﾑにはEuclid norm , Spectral norm , Frobenius norm , Hilbert-Schmidt
　　　　　　　　norm 等があるが、ここではEuclid normを意味する。）
　　　　　　行列の収束は、一般にその行列の持つ固有値の分布状況に密接に関連している。

　　　　　　一般論では固有値分布がｽﾑｰｽﾞである場合、強収束の考えで良く、一方固有値分

　　　　　　布が悪性化傾向を示す場合、弱収束が望まれる。悪性化傾向とは固有値の大小が

　　　　　　極めて差がある場合を言う。例えば熱伝導率の媒体の係数が場所によって大幅に

　　　　　　異なった場合や、物質の寸法や差分ﾒｯｼｭの細かさを部位によって大きく変化させ

　　　　　　る時、この数式ﾓﾃﾞﾙにおける行列では固有値分布は悪性化傾向を示す。これが極

　　　　　　端である数式ﾓﾃﾞﾙを作ると、数値解法そのものが困難となる。つまりここでは、

　　　　　　あまりにも極端である数式ﾓﾃﾞﾙの場合は考えず、程々のﾓﾃﾞﾙについて考える。

　　　　　　 強収束では長所として、考えや計算方法がｼﾝﾌﾟﾙである。打ち切り計算としての
　　　　　　考え方の的確性の面で優れている。一方、短所として行列が良好でないｹｰｽであ

　　　　　　れば収束が困難な傾向がある。

　　　　　　 弱収束では長所として計算過程が穏やかで、安定性に優れている。
　　　　　　Ill-condition な数式ﾓﾃﾞﾙにも適用できる。相対残差ﾉﾙﾑ形式にみる方式では、数
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　　　　　　式ﾓﾃﾞﾙ全体のﾊﾞﾗﾝｽ性を保ちながら、整合性を保って収束して行く事が出来る。条

　　　　　　件数は比較的大きい場合でも収束が期待出来る。一方、短所として収束ｽﾃｯﾌﾟの繰

　　　　　　り返しが長くなる傾向がある。

　　　　　　 これら収束に関する問題は、数式ﾓﾃﾞﾙとして作られる方程式の強表現の場合や、
　　　　　　弱表現の場合における数値計算とは直接的な関係は見られない。

誤差　　　：誤差には４つの型がある。 (  von Neumann  ,  Goldstein による定義  )
(Error)　　　一つの計算をする上で、以下の４つの誤差が常につきまとう。
　　　　　　模型化誤差( Modelling error )、測定誤差( Measurement error )、
　　　　　　打ち切り誤差( Truncation error )、丸め誤差( Round off error )である。
　　　　　　模型化誤差と測定誤差に関しては、現象を定式化したり測定したりする過程で吟

　　　　　　味すべき事であり、現実に合わした形へ如何に数式モデルを立てるか、実測する

　　　　　　かによる問題である。打ち切り誤差と丸め誤差に関しては、数値ｱﾙｺﾞﾘｽﾞﾑに含ま

　　　　　　れる数式の繋ぎから数値ﾃﾞｰﾀへの変換と計算過程における計算方式での誤差であ

　　　　　　り、これらはﾊｰﾄﾞｳｴｱに多く依存し、数値ﾃﾞｰﾀ形式表現によるその時の有限のビッ

　　　　　　トにより左右されている。

　　　　　　　つまり数値ｼﾐｭﾚｰｼｮﾝとは理論・実験で得られた解や現象に対して、近似式・近

　　　　　　似値によって求めている事になる。理論解・厳密解に対してどこまで近似出来る

　　　　　　かという問いに対して、幾つもの数式やそのｱﾙｺﾞﾘｽﾞﾑが研究され提案されている。

7-2. 連立一次方程式 ( Linear Systems )
　次の連立一次方程式を考える。

　                     2 91 2 3x x x+ + =
　(1)　　　　　　　　　 2 3 5 171 2 3x x x+ + =
         　  　　　    x x x1 2 33 8+ + =
　式(1)の行列式表現を
　(2)　　　　　Ax b=
　とおく。

　式(1)において

　A =
















2 1 1
2 3 5
1 1 3

　の場合は非対称行列： 流体解析、化学、原子力他

　A =
















2 2 1
2 3 5
1 5 3

　の場合は対称行列　： 物理、構造解析、基礎化学、統計学重回帰他

（数式モデル説明）

ここで、解析要求としての立場から式(2)の形式に導く為、例えば移流項のない熱拡散方程式
等を取り上げて考えた場合、これはｴﾈﾙｷﾞｰを最小にする形の変分原理を満たしている。この時、

差分ｽｷｰﾑをﾃﾞｶﾙﾄ座標で定式化すれば、行列 A  は対称化出来るが、座標を円筒座標や曲線座標
とすると、回転による微小微分角や交互微分項が現れ、行列 A  の対称性が崩れ、緩やかな非
対称行列( Non-symmetric matrix )となる。
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　次に最近の行列における数値計算の研究概論を少し述べる。以下の事が言える。

行列 A  の数値解法を効率的に解く為、次の M行列( M matrix )を定義する。
　　　M行列　{ }M A= > ≤ ≥−( ) ; , ,a a aij ii ij0 0 01

　（M行列について）：
数値計算において、求めるべき行列が優対角行列(Diagonal Dominant Matrix)であれば、数値
解が求まり易い事が知られている。行列 A  がM行列の性質を有する時、次の３点が言える。
　①対角優位な行列でなくても、数値解の安定性( stability)が得られる。
② 正則分離(Non-Singular separation)が可能な行列であれば、絶対値最大固有値のｽﾍﾟｸﾄﾙ
　半径が１未満となり、行列 A  の正則分離に対応する反復解法は必ず収束する。
　③不完全LU分解が常に可能となり、大規模行列における計算の高速化が得られると共に、
　この時の反復解法は必ず収束する。

特に流体解析（二次元、三次元移流拡散問題の離散化等）に置いては、効率的なM行列を求め
る為、ｾﾙﾍﾟｸﾚ数（あみ目幅、移流の強さと拡散係数の関係）を小さくしたり、対応するﾒｯｼｭを細

かくする傾向がある。

行列 A  がM行列であれば、数値解法が比較的容易である。数式ﾓﾃﾞﾙから離散化を行う為に
差分形式を考える時、この M行列に少しでも速く近づける為、中心差分法より、風上差分法
が優遇される傾向にある。

従来からの中心差分法（一次、二次以上を含めて）は、計算精度の面では良好な場合が多いが、

反面安定収束の面で一考の余地が考えられる。

これに対して風上差分法（一次、二次以上を含めて）は、計算過程がより安定収束させる事が出

来る傾向にあるが、反面計算精度の面では幾つかの問題点を含ませている。現実の数値解法には、

解法ｱﾙｺﾞﾘｽﾞﾑ以外に、ﾌﾟﾛｸﾞﾗﾐﾝｸﾞ技法、ﾊｰﾄﾞｳｴｱに依存する記憶容量、処理速度も問題になる。

計算の高精度化を追求するあまり、差分法を二次にして離散化すると、近似式に使われる差分の

点数が増えて、効率的な計算が困難となる。ｽｰﾊﾟｰｺﾝﾋﾟｭｰﾀで計算する上においては、ﾍﾞｸﾄﾙ化率

向上の立場から、又最近の並列化技術においては、なおさら計算に至るまでの準備に検討を要す

る。

　一般論として、更新された新しいﾃﾞｰﾀを順次使う計算方式では、収束値への反復回数は少なく

て済むが、それに引き替え計算のｽﾃｯﾌﾟは再帰的となり、ｽｰﾊﾟｰｺﾝﾋﾟｭｰﾀの特長を発揮させるﾍﾞｸﾄﾙ

化が困難となる。一方で古いﾃﾞｰﾀを使う計算方式では、ｽｰﾊﾟｰｺﾝﾋﾟｭｰﾀの特長を活かせるﾍﾞｸﾄﾙ化

に向いており、計算の効率性を追求し、ﾍﾞｸﾄﾙ化率向上と共に、その場での見かけの高速計算を

実現させる事が出来るが、それに引き替え収束の面から考えると、収束値迄の計算ｽﾃｯﾌﾟがどう

しても長くなり、数値ｼﾐｭﾚｰｼｮﾝｺｰﾄﾞ全体における高速計算を追求して行く上で、必ずしもすべて

が効率的とは言えず、この方式をとる事が最良の方法ではない。

幾つもの数値計算ｱﾙｺﾞﾘｽﾞﾑは、いずれもこの様な長短を持ち合わせている。

つまり、計算対象とする行列の大きさ、行列の規則不規則性(regulations ,non-regulations)、
スパース性(sparse)、行列の対称非対称(symmetric ,non-symmetric)や条件数(Condition
number)等も考慮した上で、それに応じた最適な解法を研究し、その上で可能な限りのﾍﾞｸﾄﾙ化
の技術が要求される。

　特に共有ﾒﾓﾘ統合型ｽｰﾊﾟｰｺﾝﾋﾟｭｰﾀ(SX4)を利用する場合においては、計算過程におけるｱﾙｺﾞﾘｽﾞ
ﾑの収束速度と、ﾍﾞｸﾄﾙﾊﾟｲﾌﾟﾗｲﾝの効率的利用、及び並列性の効用の両面を考え、数学的安定性を

保ちながら、効率的に収束させて行く事が重要な課題となる。こうしたことから数値計算では、
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計算対象とする数式ﾓﾃﾞﾙや、計算対象とする行列自体の性質を見極めて、いろいろと使い分けて

行く必要がある。

　ここでは連立一次方程式を求める上で、行列計算の原点である直接法の代表、ガウスの消去法、

反復法の代表、ヤコビ法を始めとする基礎的な解法に触れる。

　以下、基礎的な数値解法の幾つかを、具体式と数値計算例、又は概略にて簡単に紹介する。

　直接法

　　ガウスの消去法、ガウス･ジョルダン法、ＬＵ分解法、コレスキー法、ブロック化法

　反復法

　　ヤコビ法、ガウス･ザイデｲル法、ＳＯＲ法、ＣＧ法、ＡＤＩ法、チェビシェフ反復法、

　　ランチョス法、ＩＣＣＧ法、ＱＲ法

7-3. 数値解法
7-3-1. 直接法　   計算ﾌﾟﾛｾｽ概要
　もとの係数行列の形は各計算ステップ毎に刻々と変化し、ゼロ要素に至るまで、計算対象

としてノンゼロに置き換えて逐次計算をする為、中小規模の密行列に適し、計算の安定性と

厳密解が期待出来る。大規模行列では一般に、次元数ｎのk( )≥ 3 乗回の計算ステップを必要と
するため、改良型の直接法として、計算回数を減らすブロック化や、行又は列の順序付けを行う

ｵｰﾀﾞﾘﾝｸﾞの考えが提案されている。

１）ガウスの消去法　　( Gaussian elimination method )
ﾊﾟｽｶﾙ(Pascal)の計算機（機械計算機,1642）を改良して、計算研究をしていたﾗｲﾌﾟﾆｯﾂ

(Leibniz)は、ﾆｭｰﾄﾝ(Newton)方程式を複数個並べた「行列式の原案(1690)」を発表した。後世
ﾗｸﾞﾗﾝｼﾞｭ(Lagrange)はﾗｲﾌﾟﾆｯﾂの「行列式の原案」を研究して行く中で、表現方法の工夫をした
「行列式表現(1773)」の論文を発表する。1812 年数学者コーシー(Cauchy)は、このﾗｸﾞﾗﾝｼﾞｭ論
文を研究して行く時に解析学の立場から行列式を定義した。現在にみる行列式の理論体系である。

コーシーと同時代に生きたガウス(Gauss)はコーシーの定義した行列をそれ迄の解析的考え（古
典数学としての強存在）から発展させ、「ガウスの消去法(1823)」を提案した。これはそれ以前
の変数逐次の消去法に比べて大革命であり、応用数学の分野において、後世に偉大な業績を残し

た。行列における数値解法の始まりと言える。

２）ガウス･ジョルダン法　　( Gauss-Jordan reduction method )
　数学者ｼﾞｮﾙﾀﾞﾝ(Jordan)は、行列を数学の集合論における有界部分集合に見立てて、測度の
概念を取り入れ Gauss の消去法を改良して、改良型直接法を提案した(1868)。ｶﾞｳｽ･ｼﾞｮﾙﾀﾞﾝ法
と呼ばれている。ガウスの消去法に比べて計算ｽﾃｯﾌﾟは多くかかるが、よりｽﾑｰｽﾞに収束する事が

出来る。計算方式の並列性に特長があり、現在では並列計算の面で研究されている。

　第ｋ段の消去で第ｋ行以外のxkを含む項を同時に消去してしまう。

　この操作では第ｎ段迄の消去で方程式は次の形に帰着される。

　　　　　　a x b11 1 1= 　　　　　　　　　　
　　　　　　　　a x b22 2 2=
　　　　　　　　　　　a x b33 3 3=
　(4)　　　　　　　　　　　　　　･･･････････････
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　　　　　　　　　　　　　　　a x bn n n n− − − −=1 1 1 1,

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　･･････････

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a x bnn n n=

式(4)は　　 [
k n

x b dk k k

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= ×




1 2, , ,

の形で数値解が求められる。第ｋステップ目における行ごとの消去の演算は第１行から第ｎ行ま

で一斉に行うことが出来、各行の演算は独立に出来る。つまりこの解法は並列計算に向いた解法

であると考えられる。現代では掃き出し法とも呼ばれる。

必要な演算回数は行列の大きさをｎとすると、ガウスの消去法が約 1
3

3n  回であるのに比べて、

ガウス･ジョルダン法では約 1
2

3n  回であり、ガウスの消去法よりも多くなる。つまり同じ数

値解を求めるのにガウスの消去法より 1.5倍の基本演算を必要としている。

３）コレスキー法（Cholesky decomposition method )
　測量士であったｺﾚｽｷｰ (Cholesky)は最小自乗法の考えから発展させて、行列を下三角行列
( Lower triangular matrix )と上三角行列( Upper triangular matrix )（下三角行列の転値行列
(Transposed matrix)）に分解する事により、効率良く解ける方法を提案した(1870)。ｺﾚｽｷｰの死
後、友人がｺﾚｽｷｰ法と命名し普及させた。行列分離の考えは古くから存在していたが、行列分解

を提案したｺﾚｽｷｰの考えは、行列による各種の分解の基礎を作り、その後における行列分解、行

列不完全分解への考え方の動機付けとなり、行列分解理論の発展へ大きく貢献した。行列に関す

る後世の多くの研究者達は、このｺﾚｽｷｰ分解の考え方を基礎とした研究を行い成果を上げている。

　対称正定値行列 (Symmetric positive definite matrix )
　　　　　A A= T　であればA  は symmetricである。
　Aが 0x ≠ 　なるすべてのｎ次元ﾍﾞｸﾄﾙに対して、
　　　　　x AxT > 0
　を満たすとき A  は正定値（positive definite)である。つまり A  の対角成分は全て
　正である。

　　　　　a ii > 0 　
　Aが対称正定値行列であれば、次の方法でｺﾚｽｷｰ分解する事が出来る。

A  を下三角行列と上三角行列の形をそれぞれ L  と U  で表現する。
A  の対角行列を D  で表現する。

　　　　　D 1
2

11

22=
⋅



















a
a

a nn

　　　　　
~L LD= 1

2  と置くことで
　　　　　A LL= ~~T  で表現する事が出来る。
　　　　　A  が正定値でない場合、
　　　　　　　　　　　　　　（ Lの対角行列を１とおく分解としての表現をする）
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　　　　　U DV=
　で表現できる。

　　　但し、V =

⋅
⋅
⋅ ⋅
⋅ ⋅



















1
1

1

1

12 13 1

23 2

v v v
v v

n

n

　この時

　　　　　A LDV=
　　　　　Aは対称であるから V L= T  であり
　　　　　A LDL= T

　となる。

　　式(2)により
　　　　　Ax b= から
　　　　　LDL x bT =
　　の形となる。

　(5)　　 DL x yT =
(6)  　 Ly b=
と置くことが出来、式(6)を解いてyを求め 、次に式(5)を解くことで数値解が求められる。

４）ＬＵ分解法　( LU factorization method )
　20世紀初めのｸﾗｳﾄ(Crout)の論文による。行列の適切な三角分解による提案に基づく。ｺﾚｽｷｰ
の分解を研究してゆくうち、行列がきれいな形に分解される事に気づいた。行列が下(Lower)
三角行列と上(Upper)三角行列の形の分解形式となった為、LU分解と呼ばれる様になった。
連立一次方程式の解法の中で、前進消去後退代入の考えとして普及する。LU 分解計算処理にお
いてﾌﾟﾛｯｾｯｻ中の計算格子点（ﾉｰﾄﾞ点）が遊びがなく、ｽﾑｰｽﾞに計算移行する為、性能比較の統一

基準として取り扱い易い解法である。こうした計算処理に優れている所から、現在ｺﾝﾋﾟｭｰﾀのﾊｰﾄﾞ

ｳｴｱの CPU 性能比較評価に用いられている。不規則密疎混在行列である電磁界解析回路ｼﾐｭﾚｰｼｮ
ﾝ分野ではこのLU分解が効力を発揮している。
A  が正則である場合、A  を下三角行列Lと上三角行列U  に分解する。

　　　　　L

0

U

0

=
⋅ ⋅ ⋅

⋅



















=

⋅
⋅
⋅ ⋅



















l
l l

l l l

u u
u

n n n

n

n

11

21 22

1 2

12 1

2

1
1

1

,

ｽｰﾊﾟｰｺﾝﾋﾟｭｰﾀ性能比較　LINPACK 100×100  ,  LINPACK  TPP 1000×1000 等で、国際標
準として用いられている。

５）ブロック化法

代表的な解法に Stewart法 がある。Stewartはグラフ理論研究の応用として、このグラフと
して用いられたものを、主と部分に分けて、ブロック毎に分けて数値解法の研究を行った。この
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応用面での考え方は、疎な大規模行列をブロック分割して直接的に解法する考えである。疎な行

列は行と列を適当に入れ替える事により、適当なブロックに集める事が出来る。並び替えで得た

小行列群を新しい核に対応させた対角ブロックに変換させる。この状態の対角ブロック行列を

LU 分解する。各ブロック毎に、求解への時間が短縮される事を提案した(1965)。ブロックが生
成出来る型は限られ、ある一定量のﾉﾝｾﾞﾛ要素が必要である。大規模な構造解析等に活用が見い

だされる。

Aの行列を入れ替えて次の形の対角ブロック行列を作る。行列Aのブロック毎の LU 分解を
行う。

　　　A

A B
C A B

C A B
C A

= ⋅ ⋅ ⋅























− − −

−

1 1

1 2 2

2 1 1

1

P P P

P P

　　　　= ⋅
⋅ ⋅























⋅ ⋅
⋅























− −

−

Γ
∆ Γ

∆

∆ Γ

1

1 2

2

1 1

1 1

2 2

1

P P

P

P

I M
I M

M
I

　ここでI i  は各単位行列である。
　式(2)において、x  と b  を x x x x b b b b= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⋅( , , , ) , ( , , , )1 2 1 2p p 　と表現し、

　次の形に展開する。

　　　M B A C M M B Ai i i i i+ + +
− −= − =1 1 1
1

1 1 1
1( ) ,

　　　z M b B1 1 1 1
1= −

　　　z M b C z Bi i i i i i i p+ + + +
−= − = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⋅ −1 1 1 1
1 1 1( ) ( , , )

　　　x zp p=
　　　x z M xi i i i i n= − = − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅+1 1 1( , , )
　ここで、z  は Lz b=  の解である。
　解 x  はブロックに関する計算で求める事が出来る。
　ここで、ブロック行列のΓi  や ∆ iについては求める必要がない長所がある。

7-3-2. 反復法　   計算ﾌﾟﾛｾｽ概要
　もとの行列をそのまま保存し、初期値から出発して繰り返し反復計算を行う。各計算ステップ

に関して、この時の計算値がある一定の範囲内に入れば収束したものとみなす。 反復法は
大規模な疎行列に適している。係数行列の持つ性質によって収束の速さが変わる。

　式(2)より　　　 Ax b=
　これと同値な形を次に変形する。

　(9)　　　　　 x Mx c= +
　式(9)の行列 M  にはA  が持っている特徴（例えば疎）をそのまま保存する形である。
　(10)　　　　 x Mx c( ) ( )k k+ = +1
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　なる反復代入の計算ｽｷｰﾑを構成させる。　ここで  k n= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −0 1 2 1, , , ,

初期値 x ( )0
から出発して、x x( ) ( ), ,1 2 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅を計算して値 x ( )n

が一つ前の値x ( )n−1
との差が一定

の値（誤差ε = −10 6
等）以下に達すると収束したと見なす方法である。この行列 M  を反復行

列と言う。x ( )k
が x  に収束する為には反復行列 M  の固有値の絶対値がすべて１より小さく

なくてはならない。つまりMのスペクトル半径をρ( )M とするとき、ρ( )M < 1 である。
　 反復法では一般に初期値 x ( )0

を0と置く。

６）ヤコビ法　(Jacobi method)
連立一次方程式の解法において、ｶﾞｳｽの消去法の提案に対して、ﾔｺﾋﾞは別な角度からの研究

を行った。ﾔｺﾋﾞは数学史上 14 世紀以前から考えられてきた無限小の概念を研究し、これを更に
発展させ、連続的反復事象が極限迄続く無限小による収束理論を行列に対して試みた。そして行

列反復に対する初期値の考え方を確立させ、行列における初めての反復解法を提唱した(1837)。
ﾔｺﾋﾞは反復理論としての土台を固め、一方では関数行列式などを始め、数多くの優れた業績を残

した。このﾔｺﾋﾞ法に見る反復法としての考え方は、後世における反復理論を大きく飛躍させる原

動力となっている。

　ﾔｺﾋﾞ法一般形

　(11)　　　　x D E F x D b( ) ( )( )k k+ − −= − + +1 1 1

　但し、Aの対角行列をD、左下三角行列をE、右上三角行列をF  とする。

D

0

0

E

0

F

0

=
⋅























=
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅























=

⋅
⋅
⋅ ⋅
⋅























−

−

a
a

a

a

a
a a

a a a

a a a
a a

a

n n n n n n

n

n

n n

11

22

33

21

31 32

1 2 1

12 13 1

23 2

1

0
0

0

0

0
0

0

0, ,

,

, ,

初期値　　 [ ]x ( )0 0 0 0= ⋅ ⋅ T   ，  収束判定 ε = −10 6

　このﾔｺﾋﾞ法を改良したものが、次のｶﾞｳｽ･ｻﾞｲﾃﾞｨﾙ法である。

７）ガウス･ザイデｲル法 (Gauss-Seidel method)
ｻﾞｲﾃﾞｨﾙ(Seidel)はﾔｺﾋﾞ法を研究してゆくうち、近似解へのｽﾃｯﾌﾟが固定されている点に気づい
た。一方で数学の一様収束の考えを展開させ、繰り返し反復に対して、よりｽﾑｰｽﾞに緩やかに収

束させる考えを提案した(1840)。ﾔｺﾋﾞ法の長所そのものは活かしながら、各計算ｽﾃｯﾌﾟでの変数
の近似修正を計算毎、逐次に進めるﾔｺﾋﾞ法の改良型の方法である。ｻﾞｲﾃﾞｨﾙの提案は、ｶﾞｳｽの考

えを基礎とし、ﾔｺﾋﾞ反復理論の長所を取り入れた所から、ｶﾞｳｽ･ｻﾞｲﾃﾞｨﾙ法と呼ばれている。この

考えは計算解の精密性に定評がある。19 世紀前半の問題（古典物理）を検討する上で、もとの
行列の性質が崩れない反復の考えが数値計算を普及させた。

　　ｶﾞｳｽ･ｻﾞｲﾃﾞｨﾙ法一般形
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　(13)　　　　x D b Ex Fx( ) ( ) ( )( )k k k+ − += − −1 1 1

　式(13)を変形すると
　(14)　　　　x D E Fx D E b( ) ( )( ) ( )k k+ − −= − + + +1 1 1

普通は式(14)が用いられる。

８）ＳＯＲ法　(Successive Over Relaxation method)   加速緩和法
ｶﾞｳｽ･ｻﾞｲﾃﾞｲﾙ法の計算修正量に着目したYoungとFrankel は厳密解に少しでも速く収束させ
る目的で、ｶﾞｳｽ･ｻﾞｲﾃﾞｲﾙ法を少し変形し、加速ﾊﾟﾗﾒｰﾀ ω  を乗じて次の近似解への修正量を拡
大し、収束を速めた方法が SOR 法である(1952)。応用事例分野として、時間積分を伴ったﾃﾞﾊﾞ
ｲｽｼﾐｭﾚｰｼｮﾝは巡回解法となる。この時は SOR 法としての解法が効果があり、多く用いられてい
る。現在、一般には計算物理の分野に根強く人気がある。この SOR 法は枝葉となる解法がいろ
いろ研究され、SOR法系(SLOR,SSOR,USSOR,SBOR, Odd-Even SOR法 他)を構成している。
　代表的なSOR法は次の形となる。
　SOR法反復行列 M  は次式で表現出来る。
　(15)　　　 M I D E I D F= + − −− − −( ) (( ) )ω ω ω1 1 11
　SOR法の一般形
　(16)　　　 x I D E I D F x D E b( ) ( )( ) (( ) ) ( )k k+ − − − −= + − − + +1 1 1 1 11ω ω ω ω ω
   加速ﾊﾟﾗﾒｰﾀ ω  は一般に　0 2< <ω  である。
　 収束する場合とは、反復行列 M  の固有値をλとすると λ2 1<  である。

９）ＣＧ法（ Conjugate Gradient Method )　　 共役勾配法
航空機における工学研究の中から大次元連立一次方程式の高速解法への要求があり、Hestenes
と Stiefel により CG 法として提案(1952)され普及した。これはｎ次元空間を考え一次独立なベ
クトルを定義し、ある係数を求め空間内を直交性を保って探索する事により、ｎ次元の行列はｎ

回の反復で収束する考えである。正定値対称行列に対して適用が出来る。 現在、前処理法
(Preconditioning Method)を伴った各種のＣＧ法として研究され広く普及している。構造解析、
流体解解析等に幅広く適用されている。大規模疎行列においてはその高速解法の特長から、ベク

トル計算機向けとして多く研究されている。前処理法として、代表的な ICCG法他がある。
式(2)において、もしAが非対称であるならば、式(2)の両辺にAの転値行列 AT  を
乗じて

　　　A Ax A bT T= 　　つまり　 A x b' '= 　として対称形に導く。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（正定値：固有値がすべて正であること）

　式(2)の解を　z A b( )= −1
　とする。

　つぎの関数を定義する。

　(17)　　　　 f ( ) ( , ( ))x x z A x z= − −
　式(17)において　A  は正定値であるから、　x z≠ の時
　( ) ( )x z A x z− −T

＞０　つまり　　 f ( ) ,x > 0 　　x z= の時　 f ( )x ＝０
　 f ( )x はx  がz  からかけ離れている度合いを示す。
　適当な初期値 x ( )0

から出発して、

　x x( ) ( ), ,1 2 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅を辿って解x z= に到達する。　ここでx ( )k
からx ( )k+1

は次式で定める。

　(18)　　　　　　　x x P( ) ( ) ( ) ( )k k k k+ = +1 α
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　ｎ次元空間でそれぞれ直交し、式(18)はx ( )k
からどれくらい離れた点をx ( )k+1

とするか

　を示す。α ( )k
は変化係数であり、P ( )k

は変化への方向ベクトルを表す。

１０）ＡＤＩ法（ Alternating-Direction Implicit Iterative Method )　　交互方向法
Peacemanと Rachfordは反復法の長所である高速解法の中に、直接法の長所である厳密解法
の組み込み研究を行い、行方向求解、列方向求解による交互方向の解法を提案した(1955)。
これがADI法であり、交互方向法とも言われる。 疎な対称行列である場合 ﾊｳｽﾎﾙﾀﾞｰ変換
(Householder Transform)により容易に三重対角行列（Tridiagonal Matrix）に導く事が出来
る。大型な三重対角行列では、計算の高速性への著しい効果が見られ、核融合ｼﾐｭﾚｰｼｮﾝのﾓﾃﾞﾙ解

法等に使用されている。

行列Aがｽﾃｲﾙﾁｪｽ行列（ Stieltjes Matrix  Aは実対称正定符号、非対角要素は非正の行列）
であれば A  を次の３つの行列に分ける事が出来る。
　(19)　　　　A D H V= + +
　　但し、　D  ： 非負対角行列
　　　　　　　H V,  ： 正の対角要素と非正の非対角要素を持つ優対角行列
　　　である。

式(2)を次の二つの式へと導く。

　　　　　　( ) ( )H D I x I V D x b+ + = − − +1
2

1
2ω ω

　(20)

　　　　　　( ) ( )V D I x I H D x b+ + = − − +1
2

1
2ω ω

　　　　　　但し、ω  は加速ﾊﾟﾗﾒｰﾀ

　　　　　　　H H D1
1
2= + 　　　，　　V V D1

1
2= +

　　　　　　とおいて、

　　式(20)は次の形で定義される。

　　　　　　( ) ( )H I x I V x b1 1

1
2

1 1+ = − ++
+

+ω ωi
i

i
i

　(21)

　　　　　　( ) ( )V I x I H x b1 1
1

1 1

1
2+ = − ++

+
+

+ω ωi
i

i
i

式(21)は陰反復解法になる。ここで式(21)の左辺はｶﾞｳｽ消去法に基づき、第一の方程式は水平
格子線に沿って解き、第二の方程式は垂直格子線に疎って解く事から交互方向陰反復解法と称さ

れる。ﾓﾃﾞﾙが単位正方形の形をしている場合、特に計算効率を上げる事が分かっている。

１１）チェビシェフ反復法（ Chebyshev Semi-Iterative Method )　　 準反復法
Chebyshev は多項式とその最小化問題を研究してゆくうち、反復法の加速ﾊﾟﾗﾒｰﾀを一つの定
義に従って変化させる事により、平均収束率がより高くなっている事に気づきﾁｪﾋﾞｼｪﾌ反復とし

て提案した(1960)。 ﾁｪﾋﾞｼｪﾌはﾁｪｻﾞﾛの総和法の研究から考えを得て、数列の総和に関する式を
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立てて反復として併用する特徴があり、準反復法とも呼ばれている。一般的なﾓﾃﾞﾙでは SOR 法
より高速収束する事が知られている。高速求解の考え方として原子力ｺｰﾄﾞ中の中性子の外挿法等

では著しい効果が見られ、この分野で適用例が見られる。

M  はｎ×ｎｴﾙﾐｰﾄ収束行列（ Elmeat Convergent Matrix　  M M* = ，

　　　   　　　　　　　　　　　　M*  は　M  の複素共役転値行列 ）
とする。Mの固有値は実数でその絶対値はすべてｽﾍﾟｸﾄﾙ半径より小さい。
Mのｽﾍﾟｸﾄﾙ半径　 ρ( )M < 1  であるとする。

ﾁｪﾋﾞｼｪﾌ反復の基本的考え方

　一般的な反復法を次に定義する。

　(22)　　　　　x Mx g( ) ( ) , ( )m m m+ = + ≥1 1
  式(22)に対して、数列の総和に関する類似として数列の反復を次に定義する。

　(23)　　　　　y x( ) ( )( ) , ( )m
k

k

m
km m= ≥

=
∑ν

0

0

式(23)を併用させて解く。
式(22)の反復ﾍﾞｸﾄﾙを式(23)で代数的に結合させる為、準反復法と呼ばれる。
ﾁｪﾋﾞｼｪﾌ反復法は次の形をとる。

(24)　　　　y My g y y( ) ( ) ( ) ( )( ) ,m
m

m m m m+
+

− −= + − + ≥1
1

1 1 0ω
　　加速ﾊﾟﾗﾒｰﾀ ωm+1  は

(25)  　　　　ω
ρ

ρ
ωm

m

m

C

C
m+

−

+

= + ≥ =1

1

1
11

1

1 1 1
( )

( )
, ,

　　である。

ここで　C xm ( )  は次式により定義される。

　(26)　　　C x
m x x m
m x x mm ( )

cos( cos ) , ,
cosh( cosh ) , ,

=
− ≤ ≤ ≥

≥ ≥







−

−

1

1

1 1 0
1 0

この多項式概念の導入は最小化問題への求解として、効率良く推進させることが出来る。SOR
法が加速ﾊﾟﾗﾒｰﾀを一定の値として固定させているが、このﾁｪﾋﾞｼｪﾌ反復法は加速を変化させる事

が出来、最小化への単調減少の加速を目指したものであり、この方法で平均収束率をより高くさ

せる事が出来る。

１２）ランチョス法（ Lanczos Method )
ｶﾞｳｽ･ｻﾞｲﾃﾞｲﾙの反復法やその加速ﾊﾟﾗﾒｰﾀの効率化としての SOR 法の反復計算を研究してきた
ランチョスはある特定の行列、優対角行列の計算の容易性に着目した。更にその行列の持つ性質

を保持する考えを入れて、効率的な反復法を試みた。特に疎な行列である場合、ランチョスの反

復法が有効であると提唱した(1956)。この考え方では、行列の性質を保持したまま反復させる事
が可能である。（この考えが現在のM行列に影響を及ぼす。）ランチョス法は特に大規模な固
有値計算において効果を発揮することが出来る。もとの行列を変形することなく三重対角化する
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事で、疎行列の性質がそのまま活かされる。基本的に行列とﾍﾞｸﾄﾙの積演算であるため、ﾍﾞｸﾄﾙ化

が容易であり、ｽｰﾊﾟｰｺﾝﾋﾟｭｰﾀで効力を発揮する事が出来る。原子力工学の輸送方程式の解法など

に応用事例が見つかる。

　A  は n n×  対称行列　　直交行列 P  によって B  は３重対角行列とする。
　　　　　　　B P AP= −1

この場合、A  が対称であるから、 B  も対称となる。

　(27)　　　　 B

0

0

=
⋅

⋅ ⋅ ⋅
⋅























− −

−

α β
β α β

β α

α β
β α

1 1

1 2 2

2 3

1 1

1

n n

n n

　　　 P  の第k列ﾍﾞｸﾄﾙを uk  とすると、その直交性から次式が成立する。

　　　　　　　　　　 u ui
T

j

i j
i j

=
≠
=





0
1

;
;

　　又直交変換であるため次式が成立する。

　(28)　　　　　　　AP PB=
　式(28)の関係から、ﾍﾞｸﾄﾙ ukを定めながら、同時に三重対角化を行って行く。

　式(28)の右辺Bに式(27)を代入して各列を比較すると、
　　　　　　　　　Au u u1 1 1 1 2= +α β
　　　　　　　　　Au u u u2 1 1 2 2 2 3= + +β α β
　(29)　　　　　　　･････････････････
　　　　　　　　　Au u u uk k k k k k k= + +− − +β α β1 1 1

　　　　　　　　　　･････････････････

　　　　　　　　　Au u un n n n n= +− −β α1 1

　式(29)において第ｋ行目に左からu k
T  を乗ずると直交性から次式が求められる。

　　　　　　　　　　α k k
T

k= u Au
　ここで u uk k−1 ,  が既に求められていると、 u k+1  は次の形から求められる。
　　　　　　　　　v Au u uk k k k k k+ − −= − −1 1 1β α
　と置く事により

　u k+1に正規化条件(Normalize condition )　u uk
T

k+ + =1 1 1　を満足させるため βk  を
　　　　　　　βk k= +v 1 2

 　と定める。そして

　　　　　　　　　　　u vk
k

k+ +=1 1
1
β

　とする。

　この様にして u1 2
1=  なる任意の初期ﾍﾞｸﾄﾙu1  から始めて順次α k  βk  を計算する事によ

り三重対角行列を作る事が出来る。つまりもとの行列A  は変形を受けず、A  とﾍﾞｸﾄﾙの積だ
けの計算が行われる。３項のみからなる漸化関係により、逐次に求めて行く事が出来る。

　但し、この種の解法は、計算が進むと丸めの誤差の累積によってu k  の直交性が崩れる事が
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あり、大規模計算の数値解においては検討すべき余地が考えられる。

１３）ＩＣＣＧ法( Incomplete Cholesky Conjugate Gradient method )
MeijerinkとVan der VorstはCG法を研究して行く中で、行列分解との相乗効果に関心を寄
せていた。ｺﾚｽｷｰの死後、後の時代ｺﾚｽｷｰ研究家が提案した方法、対角行列を組み入れた修正ｺﾚｽｷ

ｰ分解( Modified Cholesky decomposition )と称する新しい分解方法に関して、MeijerinkとVan
der Vorst は着目し、この分解過程で行列積の算法について研究した。彼らは数学の集合論の立
場から、行列の非零要素のみの格子集合を定義し、これを計算対象とする考えで数値計算を行っ

た。これは不完全ｺﾚｽｷｰ分解( Incomplete Cholesky decomposition )と称して、この計算の後Ｃ
Ｇ法を適用する事で、大規模対称疎行列はより高速に計算出来る考えを ICCG 法と名付けて提
案した(1977)。これは不完全ｺﾚｽｷｰ分解により、求める行列の最大固有値と最小固有値の比が縮
まり、もとの行列の固有値が重複することで、その重複する分だけ反復回数が少なくなり、数値

解法が容易になる事を意味している。最近ではこの考えを前処理法( Preconditioning method)と
して、数値計算研究者の間で広く普及するようになった。応用事例として、NASA Ames ﾘｻｰﾁｾ
ﾝﾀｰの宇宙科学としての大次元問題、Hanford 技術開発研究所等における原子核ｴﾈﾙｷﾞｰ問題の計
算物理等に多く見受けられる。

　９）のＣＧ法の計算ステップの手前で前処理法としての計算展開を行う。

　式(2)において、行列 A  の不完全コレスキー分解を行う。
　U：上三角行列、 　UT

：上三角行列の転値行列、 　D：対角行列
　 A U DU≈ T  　で表現される。
　式(2)について次の形にする。
　　　 ( ) ( ) ' 'D U A D U x b

1
2

1
2 1− − =T

　ここで、x D U x' ( )=
1
2 　、　b D U b' ( )= −1

2 T

　　　　初期近似ベクトルx ( )0
を選ぶ。

　　　　r b Ax( ) ( )0 0= −
　　　　P U DU r( ) ( )( )0 1 0= −T

　　　　k = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅0 1 2, , ,       、 1) から  5)　の繰り返し

1)　　　α ( )
( ) ( )

( ) ( )

( , ( ) )
( , )

k
k T k

k k=
−r U DU r

P AP

1

2)　　　x x P( ) ( ) ( ) ( )k k k k+ = +1 α
3)　　　r r AP( ) ( ) ( ) ( )k k k k+ = −1 α

4)　　　β ( )
( ) ( )

( ) ( )

( , ( ) )
( ,( ) )

k
k T k

k T k=
+ − +

−

r U DU r
r U DU r

1 1 1

1

5)　　　P U DU r P( ) ( ) ( ) ( )( )k T k k k+ − += +1 1 1 β

　　　　収束判定 定数 ε > 0  として、 ( , )( ) ( )r rk k < ε  で収束
　　　　この時の x ( )k  が数値解となる。

１４）ＱＲ法( The QR transformation method )
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　構造系の固有値の解法を研究していたﾌﾗﾝｼｽ(Francis)は、ｺﾚｽｷｰの分解を研究している中で、
行列の分解理論に特に関心を寄せた。行列をある方式に沿って適切に分解させる事が出来れば、

効率的である。同時代におけるｸﾞﾗﾑｼｭﾐｯﾄ(Gram-Schmidt)の直交化の研究から考えを得て、も
との行列 A  を、直交行列 Q  と右上三角行列 R  に分解する方法を提唱した。こで A  が
正則な行列である場合、この行列がＱＲ分解されたとき、これはA  の Q  に対する相似変換
( Similar transformation )となる。この相似変換の繰り返しにより、A  の左下半分は０に収束
し、最後に対角線上に A  の固有値が並ぶ。これをＱＲ法として提案した(Computer
Journal)(1961)。ﾌﾗﾝｼｽ(Francis)と仲の良い研究者ｸﾌﾞﾗﾉﾌｽｶﾔ(Kburanofskaya) は、主に応用面
で協力研究した。この解法の後、固有値解法がいろいろ研究される時代を迎える。代表的な応用

例として、NASA開発NASTRANの動的解析の標準的解法として用いられている。

　行列 A  を直交行列 Q  と右上三角行列 R  の積に分解する。
　(30)　　　　　　A QR=
　　　k=1,2,･･･････　　として繰り返し
　　　　A Q Rk k k=
　　　　A R Qk k k+ =1

　(32)　　　　　A P APk k k= −
−

−1
1

1

式(32)の十分大きな n に対して、A kは収束して行き対角行列に近づき、その対角線上に固有

値が絶対値の大きさの順に並ぶ。行列 A  が非対称であってもＱＲ法は収束する。

１５）前処理ＩＬＵ法に伴う考察

1)ILUBCG法 (Incomplete LU Biconjugate Gradient Method)の見解
　式(2)において二次元問題の５点差分又は三次元問題の７点差分によって得られる正値対称行
列 A  に対して、前処理として不完全なコレスキー分解したものを ICCG法と呼ばれる。
正値対称行列 A  に対して、完全 U DUT

分解 の際に現れる fill-in位置を０にするか、０でな
い近似値を入れることにより、別なアルゴリズムが得られる。これには MICCG 法等がある。
不完全コレスキー分解を行う考えである一般的なPCG法を取り上げる。正値対称行列 A  に対
して、前処理として不完全コレスキー分解したものを考える。

A  に対して、A U U N= +T  　又はA U DU N= +T  の不完全コレスキー分解をする。
計算手順として、

　r b Ax0 0= − 　， ( )q U U r=
−T 1

0，　p q0 =

となる。

ICCG法は( )U UT −1
であるが、この時の( )U UT −1

 の代わりに ( )U DUT −1
 とおけばMICCG

法になる。

―＜ＣＲ法との相違＞―

行列 A  の不完全LU分解　A LU R= +  の後で、BCG法を適用する上で、Modificationさ
れた不完全ＬＵ分解の共役残差法系であるMILUCR法の時と同じく、７点差分の時には
MILUBCG 法を検討する。対称でない行列に対しては、BCG 法と（双対共役勾配法）CGS 法
（自乗共役勾配法）とがある。BCG 法は汎用性が高く、安定している。しかし MILUCR 法の
収束が順調なときに比べて、やや収束速度が劣る事があり得る。双対共役勾配法の BCG 法系は
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SOR 法が順調に収束する時、この SOR 法に比べても３倍は速い。不完全 LU 分解付き共役残
差法は ILUCR法で表現できる。
A  が非対称行列の場合、これを不完全LU分解　A LU R= +  した後、共役残差法
を適用する。　Ax b= 　の両辺に( )LU −1

を乗じて、( ) ( )LU Ax LU b− −=1 1  　を得る。
この( )LU A−1

はより単位行列に近くなっており、共役残差法は収束性が良い事が予想される。

このCR法が収束するためには Aの対称部 S A A= +( ) /T 2が正定値になる必要がある。
BCG法の計算ステップが、
　　　r b Ax0 0= −
　　　α k k k k k= ( , ) / ( , )* *r r Ap p 　と進めるのに対して、
ILUBCG法は計算ステップが、
　　　 ( )r LU b Ax0

1
0= −−

　　　 ( ) ),/(),( *1*
kkkkk pApLUrr −=α 　とおく事で求められる。

　不完全ＬＵ分解のアルゴリズム

　　　　　 { }0a);j,i(G j,iA ≠=

として、 AGG ⊇  なる集合Ｇを決めておき、A  をＬＵ分解するとき、Ｌ、Ｕの要素中に属す
る場所のものだけ計算し、他のものを０にする方法である。

　　　　　　 ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅= ,3,2,1k
　　　　　　　 1k,,3,2,1j −⋅⋅⋅⋅⋅=
　　　　　　　　　i f　 thenG)j,k( ∈

　　　　　　　　　　 jjij
1j

1l kikjkj u/)ula(l ∑ −

=
−=

　　　　　　　　 1lkk =

　　　　　　　　 ∑ −

=
−=

1k

1l ikkikkkk ulau

　　　　　　　 n,1kj +=
　　　　　　　　　i f　 thenG)j,k( ∈

　　　　　　　　　　 ∑ −

=
−=

1k

1l ijkikjkj ulau

　　　　　　continue
　双対共役勾配法は式(2)に対して、次の双対な式を組み合わせる
　　(33)　　　　　　　 **T bxA =
　 式(2)と(33)より
　　　　ＢＣＧ法アルゴリズム

　　　　　 00 Axbr −=
　　　　　

*
0

T**
0 xAbr −=

　　　　　 00 rp =
　　　　　

*
0

*
0 rp =

　　　　 ⋅⋅⋅⋅⋅= ,2,1,0i

　　　　　　
),(

),(
*
ii

*
ii

i pAp
rr

=α
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　　　　　　 iii1i pxx α+=+

　　　　　　 i1ii1i Aprr ++ −= α
　　　　　　 iii1i Aprr α−=+

　　　　　　
*
i

T
i

*
i

*
1i pArr α−=+

　　　　　　
),(
),(

*
ii

*
1i1i

i rr
rr ++=β

　　　　　　 ii1i1i prp β+= ++

　　　　　　
*

1ii
*

1i
*

1i +++ += prp β
　　　　　　i=i+1
　　　　　continue

前処理に対する代表的な流儀を４つ紹介したい。

2) Meijerink流：
　一般的な前処理としての考え方は、A  に対して A  に関する上三角行列（下三角行列）を
取り上げ、この転値及び逆行列を A  の前後から掛ける事により、A  の条件数を改良する所
にある。いま A  に近い正値対称行列Mを選ぶ。この選定の仕方は幾つか考えられるが、ここ
で前処理としての一般の考えは、この Mには A  のU  を用いて、 UUM T= とした UUT

のコレスキー分解を施す点である。もとの方程式に両辺から
T−U を掛けると

　　　 bUAxU TT −− = 　　，　　 Uxx =~ とおけば、

　　　 bUxAUU T1T ~ −−− = 　　　　 AAUU ~1T =−−

この時、 )~(1T AAUU =−−  の固有値は A  に比較して１に近くなる。
Meijerink は UUT

ではなく、A自体の特徴を保有する、この対角行列を取り入れた DUUT
の

コレスキー分解に注目した。この対角行列Dを取り入れることにより、前処理を更に計算良く
する方法である。つまり固有値は UUT

だけの時より、ある行列を掛ける事で更に１に近くなる

事が分かる。このことは幾何学的にも証明出来る。

算法の基礎

　　 kjk
i

k kiiiij uduua ∑=

=
+=

1

1
　　で計算され、

　　
1−= iii ud 　　　つまり、 1=iii du 　となる値にした。

　　 { }0;),( ≠⊇ ijajiG

　　のような格子点集合Ｇを指定して、 Gji ∈),(  の時だけ、 iju を作る形を提案出来る。
　　これが ICCG法である。

　　 mnimniniiiiii dedcdbad −−−−−−
− −−−= 22

11
2

1
1

kjk
i

k kiiiij uduua ∑=

=
+=

1

1
　　で計算され、

Aの不完全ガウスを次式で定義する。（Meijerink流の不完全ガウスの方法による）
　　　　 RUDLA −= ~

このLDUを使用して、不完全LDUの逆を両辺から掛ける。
　　　　　 bLDUAxLDU 11 )()( −− =
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　Meijerink流の考え方では、例えば７点差分の行列の場合、 Aの第 i行を左から順に
　　　 iiii d,c,b,a （対角） iii g,f,e  として、

　(34)　　　 1i1iimnimiimnimniii
1

i d~ecd~fbd~gadd~ −−−−−−
− −−−=

とする形である。これに対して、ＢＣＧ法やＣＲ法を適用する。

上式に対してＢＣＧ法に適用したものがＩＬＵＢＣＧ法であり、ＣＲ法を適用したものが

ＩＬＵＣＲ法と呼んでいる。この場合一般にＢＣＧ法は汎用性に富み安定解が得られる。これに

対してＣＲ法の収束スピードは速い事が知られているが、モデルによって常に安定解が得られる

とは限らない点が上げられる。ここで実用面では、プログラミング技術の優劣で効果が左右され

る。たとえばこの分野の研究で、van der Vorst 流（特殊なケースは高速化が出来る考え）に基
づくと、多くの解法には適さない点のある事が指摘されている。一般の考えではベクトル計算機

に適したループ長を長くする方法で使われている。この Meijerink 流の考え方は、プログラミ
ング技術に気を付ければスムーズに収束する事が多く、旧来の上三角行列に着目した前処理法か

ら大きく前進し、式(2)にみる一般的モデルの場合では、高速数値解法がより可能になった点で、
数値解法の考えは飛躍し、優れた流儀であると賛美出来る。

3) Gustafsson流：
 Meijerink の数値計算の僅かな誤差を差分式の計算過程で、小さな正数を負荷させる事で計算
の正確性を追求し、合わせて各回の反復でより残差を少なくする事で、少ない反復回数で収束さ

せる事を目的にしている。例えば、 DUUT
を計算し直すと、数値計算上の丸めが加わり完全に

もとのA  にはならない事が分かっている。 DUUT
不完全分解の不完全性があり、これを改良

する方法として、考え出された。(34)式の 1−
id の右辺が負やゼロになって、不完全コレスキー分

解が出来なくなった場合、 ia の係数に正数を付加するなり、０＜ｕ＜１なるｕを用いて、付加
項に掛けて不完全 DUUT

を作る。こうした方法でMeijerinkの数値計算を改良した。Gustafsson
は式(34)において以下のパラメータを導入し、高速計算の実現を目指した。

　(35)　　 1i1iimimiimnimniii
1

i d~ecd~fbd~gad)1(d~ −−−−−−
− −−−+= ε

　　　　　　　　 { })gf(d~c)ge(d~b)fe(d~au 1i1i1iimimimiimnimnimnii −−−−−−−−− +++++−

式(35)において u,ε  はGustafsson流では安定化の為のパラメータとして定義している。
この Gustafsson 流の効果は不完全ＬＵ分解の安定化の為のパラメータとして、例えば流体の場
合のセレペクレ数に依存した場合や、風上差分のパラメータに依存させた場合に選び方によるが、

Gustafsson 項の値によって、著しい効果が現れる場合がある。Gustafsson としてのM行列は
パラメータの設定により、優れたものを選ぶ必要がある。

但し、選び方を誤ると、十分な効果が出ない場合がある。例えば、流体解析の場合は、離散化を

風上差分で構成すると、セレペクレ数の値によりそれまで効果的であった u,ε  の値が通じ
ない場合が多く報告されている。移流拡散方程式の解法に対しては十分な研究が尽くされていな

い点があり、未だ研究途上である。拡散形の解法においては、数式モデルにもよるが、式(2)を
解く上でMultigridの前処理（小柳理論）より、全てが優れていると言う訳ではないが、一般的
に高速化がもたらされる事が多くの数値シミュレーションにより判明している。Gustafsson の
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M行列を用いる事で数値解法として安定性にが向上し、有望であり、優れた性能を発揮する事
が出来る。これは Gustafsson 効果と呼ばれている。Meijerink 流のＩＬＵＢＣＧ法やＩＬＵＣ
Ｒ法に対して、Gustafsson 流はＭを付けたＭＩＬＵＢＣＧ法やＭＩＬＵＣＲ法と名付けられ、
その効果の故普及している。

4) 速水流：
ＣＧ法の中でも、特に対角行列に着目した考えである。

HAYAMI は不完全コレスキー分解の前処理を検討して行く上で、その計算ステップで毎回の反
復における前進後退代入である rLDL 1T )( −−  の計算がベクトル計算機の高速性を活かすこと
を阻んでいるのではないかと、仮定をたてて検証した。これには例えば、不完全コレスキー分解

であるＩＣＣＧ法はそれ自体計算は速いが、ベクトル計算機特有の特徴を活かす点で、ベクトル

化率が低くなるものに対しては、一考を要するものであった。有限差分法では差分形式が２次元

から３次元になるに従い、ベクトル化率が低くなる、そして加速率も低くなる。ＩＣＣＧ法を使

用する場合、こうした点を数値実験で検証し、問題として認識していた。

HAYAMI は固有値となる対角行列に着目し、この対角となる行列をあらかじめピックアップし
て改良した対角とし、Aの前後から掛ける事で、条件数を大幅に改善しベクトル計算機に合わ
せた高速計算をさせる事に成功した。対角行列を着目し、高速計算させる上での大発見である。

行列の解法には最大固有値と最小固有値の比が近づいた場合、つまり条件数が１に近づいた場合

に行列の高速解法が期待される事が分かっている。

Aを正値対称行列とする。対角が大きく優位である行列の場合、大幅な改善が期待出来る。
Aの左右からAをもとにした一つの行列を掛け、条件数を改良する事をスケーリングと定義す
る。Aをスケーリングするにおいて、Aの対角行列に着目する。対角行列をDとおくと、ここ

で 2
1

−
D を定義し、 )~(2

1
2
1

AADD =
−−

 の形に変形する。この時、A~ も正値対称行列となる。

bDxDADD 2
1

2
1

2
1

2
1

−−−
=  で、 xDx 2

1
~ = 　，　 bDb 2

1~ −
= 　とおく事で、 bxA ~~~

=
この時の　A~ 　はもとのAに比べて、条件数がより１に近くなる。対角優位な行列で有れば、
これは顕著に現れる。この考えを基本にしている。これはＳＣＧ法と呼ばれる。速水流は対角優

位行列の対角を取り上げ、この平方根で単位行列を除する行列を作り、Aの両辺から掛ける事
で（スケーリングを行う）、最大固有値から最小固有値迄のバランスを平準化させたものと考え

る事が出来る。これは特徴として対称行列の高速数値解法として、大きな威力を発揮する。

Meijerink 流や Gustafsson 流が、より大規模行列になると、その計算手法の特徴から、自乗関
数に近いカーブで演算時間が必要とされるのに対して、この速水流は大規模行列になっても演算

時間は線形に伸びて行くため、大規模行列なるほど他の流儀よりその効果は大きい。これはＳＣ

Ｇ法として知られている。この事はGerschgorinの定理により幾何学的に証明する事が出来る。
ＳＣＧ法は対称行列を取り扱うが、活用方法として A  が非対称行列の場合、A  の転値行列
を左側から掛ける事により、対称行列に置き換えてこのＳＣＧ法を使う事が出来る。

　　　ＳＣＧ法アルゴリズム
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



















⋅
⋅

=−

nn

11

1

a
1

a
1

D 　　　とおく。

ここで理論的には D  の各要素が正である任意の対角行列であれば、HAYAMI の理論に合致す
るが、このアルゴリズムでは A  の対角項を採用する。ベクトル計算機有効利用の面からは、

1−D  の計算は一次元配列におくことが、ベクトル化率を高める上で効果的である。

　　　　　 2
1

2
1~ −−

= ADDA

　　　　　 xDx 2
1

~ =

　　　　　 bDb 2
1~ −

=
　　　　　 11

~~~~ xAbr −=
　　　　　 1

1
1

~~ rDp −=
　　　 ⋅⋅⋅⋅⋅= ,3,2,1i

　　　　　
)~~,~(
)~,~(

ii

i
1

i
i pAp

rDr −

=α

　　　　　 iii1i
~~~ pxx α+=+

　　　　　 iii1i
~~~~ pArr α−=+

　　　　　 11
~~~~ xAbr −=

　　　　　
)~,~(

)~,~(

i
1

i

1i
1

1i
i rDr

rDr
−

+
−

+=β

　　　　　 ii1i
1

1i
~~~ prDp β+= +

−
+

　　　　　i=i+1
　　　continue

5) 原田･土肥流：
ＣＧ法系の前処理方法の中で並列性の計算の考えに着目したものである。原田･土肥の両名の考

案による。HARADA はベクトル計算機の有効活用の点から、従来からの前処理であるＰＢＣＧ
法や前処理付き共役残差法系ＰＣＲ法では不完全ＬＵ分解を重視するあまり、ベクトル計算機の

中の計算格子に対して迄十分な考えに及んでいない事に気が付いた。これら不完全ＬＵ分解では

計算格子に対して、斜め方向の並列性があり、アレイ形式の計算方法では計算に進行に伴って、

斜め方向の並列性に変化して進んで行く事であり、この時アレイプロセッサの計算格子間に遊び

が生じる問題があった。これを改良するためにＸ方向、Ｙ方向と行列をこの形に分解し、正方向

へ計算プロセスが進んで行く前処理理論を提案した。これはベクトル計算機の有効利用に対して、

画期的な方法を発明し、理論を確立させる事が出来た。計算理論の概要は以下の形である。良く

用いられている不完全ＬＵ分解では、計算ステップのＬ、Ｕによる前進後退代入により、計算上

の並列性に問題が生じる事を発見した。例えば２次元５点差分の場合、前進代入として

　　　　　　 j,ij,1ij,1i1j,i1j,ij,ij,i /)( lvlvlgv −−−− ⋅−⋅−=
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を定義すると、格子座標方向 i （または j）の増加方向に計算すると、この時 j,ij,1i , vv −  の
間に参照関係から並列処理が出来ない。しかし i + j＝一定となる j,iv  、つまり斜め方向の
格子点群が同時処理できる。この時ベクトル計算機ではリストベクトルを用いる事で強制ベクト

ル化が行われている。しかしこのリストベクトルを用いた間接メモリアクセスは等間隔の直接メ

モリアクセスに比べて転送速度が遅く、ベクトル計算機の高性能を十分に出来ない事が分かって

いる。

そこで HARADA は５点や７点差分行列において、Aを対角行列Dとｘ方向微分に関する非対
角要素からなる xA 、ｙ方向微分に関する非対角要素からなる行列に分解して yA を定義した。
　　　　　　 yx AADA ++=
この条件での３つの行列から構成される為、三項対角近似因子分解　( Tridiagonal
Approximate Factorization Method )と名付けた。
ベクトル計算機の高速性に向けて、以下の３点を注目して、ベクトル計算機有効利用の為の３要

素と定義し数式を導いた。

①逆行列操作の容易性

　反復の前処理で因子毎にＬＵ分解する。

　　　　 yy
1

xxTF ULDULM −=
　　　これにより逆行列計算が容易に行える。

②近似性

　近似誤差行列 TFR を定義して、前処理行列 TFM とおく
　　　　 AMR −= TFTF

　　　　　　 y
1

x ADA −=
　つまり前処理行列 TFM  は A  に似た行列が望ましい点。
③並列性

　並列計算機を特徴とする計算機では、
1

TF
−M  が計算機に適した並列性を持つことが重要と

　なる。 ｘ方向因子の近似計算として、
　　　　 gvAD =+ )( xω
　を定義する。これは xA  と yA  とは独立に計算出来る。
HARADA は、これらを前処理としての基礎反復法の高速性を提案した。特徴として規則、疎な
非対称行列の反復法として、大きな効果をもたす事が出来、大規模な行列に対しても、効果をも

ったらす事が顕著である。収束の面ではＩＬＵＢＣＧと同程度の有効性がある事が認められてお

り、これら不完全ＬＵ分解における前処理に比べて、反復回数が少ない分だけ、ＩＬＵＢＣＧ法

やＭＩＬＵＢＣＧ法よりも高速計算出来る事が判明している。

この前処理法では、将来のベクトル計算機にも適用出来る点で注目されている。

　　　　ＴＦ法アルゴリズム

　　　　　 00 Axbr −=
　　　　　 0

1
0 rMp −=

　　　　　 0
*
0

*
0 rrp ==

　　　　 ⋅⋅⋅⋅⋅= ,2,1,0i

　　　　　　
),(

),(
*
ii

*
ii

1i pAp
rr

=+α

　　　　　　 i1ii1i pxx ++ += α
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　　　　　　 i1ii1i Aprr ++ −= α
　　　　　　

*
i

TT1
1i

*
i

*
1i )( pAMrr −

++ −= α

　　　　　　
),(
),(

*
ii

*
1i1i

1i rr
rr ++

+ =β

　　　　　　 i1i1i
1

1i prMp ++
−

+ += β
　　　　　　

*
1i1i

*
1i

*
1i ++++ += prp β

            i=i+1
　　　　　continue

6) 展望：
　連立一次方程式を解く上で、数値計算の一般論を述べると、古典的な直接法（代表ガウス消去

法）より、古典的な反復法（代表ヤコビ法）の方が計算速度は速く、このヤコビ法よりヤコビの

改良型であるガウス-ザｲデイル法の方が速く収束する事が知られており、このガウス-ザｲデイル
法より、ガウス-ザｲデイル法に加速パラメータを加えた近代的反復法であるＳＯＲ法（パラメー
タの取り方によるが）の法が速く収束し、一方で物理モデル等ではＡＤＩ法の方が速く収束する

事が知られている。更にモデルにもよるがＳｔｏｎｅ法等も安定高速収束する事が知られている。

このＳＯＲ法より多項式概念を組み入れたチェビシェフ法の方が速く収束する事が知られている。

このチェビシェフ法は準反復法とも呼ばれ、ＳＯＲ法と同じく加速パラメータを効率的に用いて、

その高速性が左右される解法である。これらの処理速度の倍率は、取り扱う行列の性質によりい

ろいろ変わる。更に行列の性質は制限されるが、このチェビシェフ法よりＣＧ法の方が速く収束

する事が知られている。ＣＧ法はいろいろな系統があり、中でも最近では前処理をしたＣＧ法の

研究が盛んに行われている。前処理付きＣＧ法として高速性への追求はいろいろの研究事例があ

る。前処理をしたＣＧ法の中で高速性をもたらすＩＬＵＢＣＧ法を取り上げて、バンド型に当て

はめ検証すると、こうした中でＩＬＵＢＣＧ法が古典的な直接法（代表ガウス消去法）の１０倍

の処理速度というのもおよそ妥当なものと考えられる。

一般論で述べると、処理速度の比較において、代表的な数値解法の中では概念的に次の形

となる。

　　　　　＜　はより速い処理速度を表す。

ガウス＜ヤコビ＜ガウスザｲデイル＜ＳＯＲ＜チェビシェフ＜ＣＧ＜前処理付ＣＧ＜今後の

　法　　　法　　　法　　　　　　　法　　　法　　　　　　法　　法　　　　　　研究

　　　　　　〃　　　　　　　　＜ＡＤＩ法　　　　　　　　　　〃

　　　　　　〃　　　　　　　　＜Ｓｔｏｎｅ法　　　　　　　　〃

この形が分かっているならば、処理速度の速い前処理付きＣＧ法だけが優先して使われるべきと

考えがちであるが、現実の数値解法は様々な数式モデルがある。

式(2)を解いて行く上で、いろいろなことが加味される。代表的なものに条件数が関わってくる。
また A  が密行列か疎行列か、更に規則か不規則か、対称か非対称か、ランダムスパースか、
正則行列か、正則分離可能な行列か、優対角行列か、サイクリック行列か、バンド行列か、ブロ

ック化行列か、ヘッセンベルグﾞ行列か、フェルミオン行列か、トエプリッツ行列か、フランク

行列か、エルミート行列となるか、ステｲルチェス条件を満たすか、その他により解法の長短が

出てくる。最近の高速数値解法の研究の多くは、これらのある部分が整った条件のもとで仮定し、
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理論式を組み立てている。つまり式(2)を解く上で、こうした条件がたまたまうまく適合する場
合と、中にはうまく適合しない場合があり得る。こうした中で解法を選んだ場合、例えばA  の
固有値分布が大きくばらつく場合、前処理付きＣＧ法の反復法を用いた場合では、数値解がうま

く求められない事が知られている。つまり高速数値解法の各種類には式(2)に対する適材適所が
必要とされいる。

一方直接法にもいろいろあり、ベクトル計算機の発達と共に各種高速計算の研究提案がされてい

る（詳細省略）。

これを簡単に述べると、旧来の直接法（ガウス消去法他）は各計算ステップにおいて、係数行列

の形は刻々と変化し、ゼロ要素に至るまで、ノンゼロ要素に置き換えて計算して行くため、中小

規模な密行列に適し、理論的にも厳密解は期待できる。一般には計算時間がかかる。最近ではベ

クトル計算機を意識したブロック型の直接法も提案され、計算時間を縮小した解法も幾つか提案

されている。反復法は大規模な疎行列に適しており、この大規模行列は規則性を持つことが多い。

不規則な行列は中規模の行列に多い。この大規模行列ではもとの行列の形を崩さないで、反復収

束させるものが一般的な反復法である。この行列の性質は条件数により左右される事があり、反

復法により可成りの高速性が発揮できるが、条件数が適さない（ある一定に入らない）場合、収

束そのものが困難になる場合もある。

計算機の発達と共に、反復法も最近では大型行列を取り扱う場合が多く、この場合前処理を行っ

てから反復計算させる様になっている。この前処理は上記にみる不完全ＬＵ分解やコレスキー分

解にターゲットが当てられた研究論文が多く出されている。不完全ＬＵ分解としてのＩＬＵは前

処理としてＬＵ分解の不完全性の特徴を活かし、効果的な反復法であるＣＧ系の非対称に適する

ＢＣＧ法にも適用され、優れた解法である事が多くの数値実験で確かめられている。

ＩＬＵＢＣＧ法における最近の研究では、特に５点差分や７点差分の研究で対象としたものでは、

行列のメッシュサイズが大きくなると、反復回数も多くなり、ＣＰＵ時間を食う事も知られてい

る。つまりＣＰＵ時間が線形に延びて行くのではなく、非線形な形で反復回数が多くなって行く

事が数値シミュレーション結果判明している。最近ではベクトル計算機を効率よく活用する上で、

ＩＬＵでは演算過程における計算格子に対して、斜め方向の並列性を保ちながら、計算が進んで

行く事が判明している。これが計算の進行に伴って、変化して行くため、プロセッサがフル稼働

しない状態がある事も分かってきた。ＩＬＵ分解に伴う、前進後退代入が逐次処理となる計算の

ステップがあり、どうしてもマシンのフル機能が発揮できない点も判明している。これらの点か

らいろいろな改良方法が研究されている。


